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BIJ DEN VIERDEN DRUK. 


Gaarne herhaal ik hier, wat we schreven ter inleiding van den 
eersten druk. 
„bij de samenstelling van dit leerboek werden we geleid door 
_ de volgende overwegingen: 
Nn „Een algebraboek voor leerlingen van een H. B. S. zij niet tevens 
IN. een leerboek voor hen, die studeeren voor de acte Wiskunde L. O.; 
4 dat tweeslachtig karakter doet beide categorieën van gebruikers 
Dn schade; voor de eerste is het te zwaar, voor de laatste te eenvoudig. 
ë Onderwerpen als de G. G. D. door deeling, de driehoek van Pascal 
(een surrogaat van het binomium), bespreking van vormen als 


a 0 van de theorie, dat F(x) bij deeling door x—a tot rest 


DNA dn, 

ee ON 0’ 

— laat F(a), met alle gevolgen, enz. zijn geen kost voor leerlingen 

\ van een Iste klas H. B. S.” 

SS) Deze druk bevat drie herhalingen, die in den vorigen niet werden 
aangetroffen; dit heb ik gedaan om tegemoet te komen aan de 
behoefte aan vraagstukken ter herhaling. 

3 Hier en daar zijn kleine wijzigingen aangebracht; een paar 

— op aanraden van Dr. Yntema, wien ik gaarne daarvoor mijn 

_- besten dank betuig. 


‚… Bij het doorwerken met 2 lessen van 50 min. per week behoeft 
= men geeneen vraagstuk over te slaan; men bereikt dan ongeveer 
… het volgende: 

A Eind Nov. tot en met 8 15a. 

SEN ebruarl 5 832. 

l Mei RS ENZO 

NRBICUISU Sn eek 981 Wi 


E 599811 


INHOUD. 


Inleiding 
Bewerkingen met getallen, door letters voorgesteld 
Eerste herhaling . 
Algebraïsche getallen . 
Optelling 
Aftrekking 
Vermenigvuldiging 
Eenvoudigste ontbinding in factoren . 
Deeling 
Vergelijkingen le stuk 
Tweede herhaling 
Merkwaardige producten. Ontbinding in factoren 
Merkwaardige quotiënten. Ontbinding in factoren 
Overzicht der ontbinding 
Derde herhaling … 
Cr Doren: Kr GanVe 
Breuken Ais 
Vergelijkingen 2e stuk 
Algemeene herhaling 


102 
107 
110 
114 
125 
138 


INLEIDING. 


S 1. Bij het rekenen komt het dikwijls voor, dat eenzelfde soort 
vraagstuk eenige malen gemaakt moet worden; het eenige verschil 
zit dan daarin, dat er telkens andere getallen gegeven zijn. B.v. 


LL 


IT. 


IL 


Bij de intrestrekening : 

1) Bereken de rente van f 3000 à 4°/, in 5 jaar. 

2) id teen „ef 50004 4/e in 3jaâr. 

3) ie Sr Pr fn 4500vAs5 OA ins 2ie staar. 

4) à MA ik af 56504 6/rin 1 jrten=9 mnd: 

Bij de inhoudsberekening: 

1) Bepaal den inhoud van een doos, lang 19 cM... breed 
11 cM., hoog 6 cM. 

2) Bepaal den inhoud van een balk, lang 3 M., breed 
4 dM., hoog 3 dM. 


3) Bepaal den inhoud van een vertrek, lang 5!/, M., breed 


AEN en Oog sss M. 

4) Bepaal den inhoud van een bak, lang 86 cM., breed 
60 cM., hoog 35 cM. 

Bij vraagstukken van menschen, die een werk moeten 
afmaken: 

1) A kan een werk doen in 4 d., B in 3d. In hoeveel 
dagen samen? | 

2) A kan een werk doen in 7 d., B in 13 d. In hoeveel 
dagen samen? 

GimvAmkan shet doenmins%7, B in,6. en. C in?5- dagen, “In 
hoeveel samen? 

AA skanshetrdoenkin 12, B in 15en.C in 18: dagen. 
In hoeveel samen? 


P. Wijvengs en Dr. D. pe LANGe, Algebra [, 8e druk. | 
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IV. Bij vraagstukken over ontmoeten (en inhalen) : 

1) De weg PQ is 50 KM. lang; A vertrekt uit P, als B 
uit Q vertrekt; A doet per uur 5 KM. en B 6 KM, 
na hoeveel uur ontmoeten ze elkaar? 

2) PQ == 60 KM.; A doet 4 KM., en B 51/, KM. Zelfde 
vraag. 

3) PQ=75 KM.; A per fiets 14 KM. en B loopende 6 KM. 
Zelfde vraag. 

4) PQ==200 KM.; A per fiets 15 KM. en B per auto 
40 KM. Zelfde vraag. 


S 2. In elk van de voorbeelden moet voor n°. 1, 2, 3 en 4 
dezelfde gedachtengang gevolgd worden en dat brengt er ons 
van zelf toe om een vasten vorm van oplossing op te stellen en 
daarin beurtelings de gegeven getallen uit de verschillende voor- 
beelden in te vullen; b.v. voor I: 

JPTOOSGEETE AA NNT Ate Mee Ae ee 

EURE zg EEn en X fv. 

Sr. KN A sik ETE atra me 

Voor IV: 

Na 1 uur zijn A en B (... +... KM. tot elkaar genaderd; 
zoo dikwijls dus (... +...) KM. op... KM. gaat, zooveel maal 


duurt het. 1suurs dus 


Ofeenus As ent B 4 on 6, 9, 12, 19, 25 of wie weet, 
hoeveel of hoe weinig KM. per uur doen, of de weg lang of 
kort is, hindert ons niet; daarom noemen we liever geen getal 
en noemen het aantal KM., dat de weg lang ís w‚, den afstand, 
dien A en B den per uur doen a KM. en 5 KM.; dan wordt het 
antwoord EEA uur; dit is nu een algemeen antwoord; want 
het geeft, als men voor w, a en b de gegeven getallen in de 
plaats stelt (substitueert), steeds het Ee aantal uren. De 
oplossing luidt nu: 

Na 1 uur zijn A en B (a +5) KM. dichter bi elkaar gekomen; 
zoo dikwijls dus (a4-b) KM. op w KM. gaat, zooveel keer 


Ks, 


verloopt er een uur vóór de ontmoeting; dus zal die plaats 
hebben na hep uur. 

Deze oplossing heeft nog een ander voordeel en wel: De 
gedachte wordt geheel weergegeven en het gecijfer blijft weg; 
t ís toch vooral te doen om de gedachte; daarom verkiezen we 
de algemeene oplossing boven de bijzondere met cijfers. 


OPGAVEN. 


S3. 1. Geef een algemeene oplossing van de vraagstukken 
uit S 1. 

2. Iemand mengt 4 KG. à 72 cent onder 3 KG. van 65 cent. 
Hoeveel cent kost 1 KG. mengsel? 
Dezelfde vraag met 12 KG. à 50 cent en 9 KG. à 57 cent. 
Geef nu de algemeene oplossing. 
Kunt ge het ook met 3 partijen; met 4 partijen ? 


3. Iemand verkoopt zijn waren met 12°/, winst; de inkoop 
is f 756. Hoe groot is de verkoop? 
Idem: 13°, inkoop f 8030. 
Idem: 7 °/, inkoop f 4916. 
Idem: p®/, inkoop f K. 


4, Een doos is lang 19 cM.…, breed 10 cM. en hoog 7 cM. 
Bereken de oppervlakte. 
Idem met 23, 16 en 11 cM.; met 40, 19 en 9 cM. 
Idem met Z cM.; 5 cM. en A cM. 


5. A en B moeten 112 knikkers deelen in reden van de ge- 
tallen 3 en 4; hoeveel krijgt ieder? 

Ook met 200, in reden als 7:18; ook met 425 in reden 
als 8 : 9. 

Ook nog a knikkers, in reden als p : q. 

Kunt ge het ook met drie jongens, die moeten verdeelen in 
reden als p:q:7? 

6. A,‚B en C huren samen een weide; A weidt er 20 schapen 
gedurende 8 weken, B 30 gedurende 10 weken en C 40 gedu- 
rende 12 weken; hoeveel betaalt elk van de f 94, die ze 
moeten betalen? 

Geef een algemeene oplossing van dit vraagstuk. 
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7. 9 en 15, 30 en 50, 78 en 130 enz. zijn paren getallen, die 
zich verhouden als 3:5; noem meer paren getallen; kunt 
ge in eens alle paren opschrijven? 

Schrijf ook alle drietallen getallen op, die zich verhouden 
alShO led 

8. Druk eens algemeen uit: 

14-1243 =7 4312 =12 47 J 43 —=enz. 
VEN ADIAG nl AIAS KELL AO NN LI 
1000 Ll 000 SLO SO Ade 


S 4. In bovenstaande vraagstukken was het ons onverschillig, 
welke getallen gegeven waren en beteekent een letter dus een 
getal, dat men niet wenscht te zeggen. 

Nog meer komt het voor, dat men een getal met een letter 
aanduidt, omdat men niet weet, hoeveel het is; een voorbeeld 
moge dit ophelderen: Drie personen hebben samen f/99; A geeft 
f 18 uit, B f 15 en C f 12, en nu verhouden zich hunne geld- 
sommen als 1 :2:3. Hoeveel geld had ieder? 

Oplossing: B heeft 2 X zooveel over als A en C 3 maal zoo- 
veel; samen hebben ze dus over 6 maal het geld, dat A over had; 
dus is 6 maal het geld, dat A over had en f 18 + f 15 + f 12 
samen f 99. Dus is 6 maal het geld, dat A over heeft, f 54. 
A had dus over f 9; B f 18 en C f 27. Ze hadden dus opv. 
JOd-f18=f21, 18 Ff 15==f33 en f27 J-fA2= 30; 

Deze oplossing is niet lang, maar toch verveelt ons de uit- 
drukking: „het geld, dat A over had”, deerlijk. Nu noemen we 
dit daarom liever a of Xx; we krijgen dan de oplossing: 

Noem het geld, dat A over had x, dan hadden B en C over 
DE CRC CEN NOUS MS 

xXx 18 
Dl 
3 X xJ-12 
ORK AI DE AE EEEN 

Ze hadden dus f 27, f 33 en f 39. 

Nog een voorbeeld: 

Een jongen vermenigvuldigt een getal met 119/, en telt er 30 
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bij, waardoor hij op 60 na 14 maal het 1e getal terugkrijgt. 
Welk getal was dat? 

Oplossing: Bij 11°/, maal het getal wordt 30 opgeteld; van 
14 maal het getal wordt 60 afgetrokken en dan komt er evenveel 
uit als eerst; het verschil van 11°/, maal het getal en 14 maal 
het getal wordt dus aangevuld door 30 +60 =90. Dus is 2!/, 
maal het getal 90 en het getal is 40. 

Bij deze oplossing zal men wel doen, weer „het getal” bij ver- 
korting g of x te noemen en we krijgen dan de volgende oplossing: 
119/, X Xx J 30 —= 14 X Xx — 60 
dus 11%/, X x=14 X x — 90 
Mbit 

Heid. 

In bovenstaande voorbeelden stelt de letter een getal voor, 
dat men voorshands nog niet weet. 

We leeren dus: 

Letters vormen een verkorte schrijfwijze, die ons in staat 
stelt den gedachtengang voor te stellen voor de algemeene 
uitwerking van vraagstukken van een bepaald type; ook 
dienen ze ter aanduiding van een gevraagd getal en ver- 


vangen dan: het aantal centen, dat A krijgt, — den prijs van 
„een L. mengsel — het cijfer der eenheden — het gevraagde 
getal, enz. 


Gewoonlijk neemt men in het laatste geval de letters x, y en z; 
voor de eerste kan men vrijwel nemen, wat men wil. 

Vormen als 

w 40a + 35 a ad-bdt-e ap + bg —er 

HD: Ser ESTE PE an WEe 
worden algebraïsche vormen genoemd; algebraïsche vormen 
zijn dus een geheel van letters (en getallen) verbonden door de 
bewerkingsteekens uit de rekenkunde, zoodanig, dat men, de letters 
door cijfers vervangende, ze kan uitrekenen op de manier, zooals 
men in de rekenkunde geleerd heeft. Het getal, dat er dan uit- 
komt, heet de waarde van den vorm bij de gegeven letters. Het 
vervangen van de letters door getallen heet substitueeren; in 
denzelfden vorm beteekenen dezelfde letters altijd hetzelfde getal. 
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S 5. Uit het bovenstaande zal het duidelijk zijn, dat a + b 
beteekent: als men voor a het getal zegt en ook voor b, dan 
moet men ze optellen; aldus is « + b de aanduiding van een 
optelling; het getal, dat er uitkomt heet de som: echter noemt 
men ook a +b de som van a en b; eveneens noemt men 
a—b het verschil, « X & het product en a: b het quotiënt 
van a en b. 

a 


Voor a X b zet men wel a.b of ab; voor a:b wel D Alzoo 
is 4a—=adad-adta; ab Jc, het getal b, vermenigvuldigd met 
a en dat product vermeerderd met c; 5 — cd, het getal a, gedeeld 


door b, dit quotiënt verminderd met het product van c en d; 
a:b:ce stelt voor, dat a gedeeld moet worden door b en dit 
quotiënt door c; a X b X c X d, dat d vermenigvuldigd moet 
worden met c,‚ dat product met b en dat weer met a. Hier 
noemt men d den eersten factor en a den laatsten, omdat bij 
benoemde getallen het eerste getal rechts staat. 

In 7p moet de letterfactor p met den cijferfactor 7 vermenig- 
vuldigd worden; men noemt 7 den coëfficiënt van p en we hebben 
dus: Een coëfficiënt is een cijferfactor, waarmede een letter- 
factor, of een product van letterfactoren, vermenigvuldigd 
wordt. (Coëfficiënt van co — met en efficére — maken). Duide- 
lijker en beter is het te spreken van cofactor. Zoo is in 
2!/,abe de coëfficiënt 2!/,; van a is de coëfficiënt 1, evenzoo van 
ab, van x°. Twee producten, die in het geheel niet of enkel 
in coëfficiënt verschillen, heeten gelijksoortig b.v. a° en a?, 
3p° en 11/,p°, (a4-b) en 7(a + b); anders heeten ze ongelijk- 
soortig b.v. a? en 4%, 7(a Hb) en 3(x Hy 4-2). 

Een product van 4 gelijke factoren a noemt men de 4° macht 
van a; men schrijft dit a*; 4 noemt men den exponent van 
het grondtal a. Een macht is een product van eenige ge- 
lijke factoren; elk dier factoren heet grondtal; het getal, 
dat het aantal factoren aangeeft, heet exponent. Zoo is 
in KOE KXN MK KD KK A a xiehet terondtalken PO NAENERDOS 
nent; in (ab) Ssrab rab DEIGD DNA U DLS IRON 


fl 


het grondtal en 6 de exponent; p is geen product van gelijke 
factoren, toch beschouwt men p wel als de 1e macht van p-en 
noemt men den exponent 1. Voor a° leest men a tot de tweede 
(macht) of a kwadraat, voor a? leest men a tot de derde (macht). 
Machten heeten gelijknamig of ongelijknamig, al naar ze den- 
zelfden of verschillenden exponent hebben; a? en (pqg)* zijn 
gelijknamig, p’ en (xyz?)° ongelijknamig. 

In abc —d:ed-f zien we een algebraïschen vorm, waarin 
verschillende bewerkingen moeten worden uitgevoerd. ’tIs nu de 
vraag, welke bewerking men het eerst moet uitvoeren. Als een 
letter staat tusschen twee bewerkingsteekens b.v. hier e tusschen 
een deel- en een optelteeken, dan heeft de deeling den voorrang 
boven de optelling. Bij mogelijke andere samenvoegingen heeft men 
afgesproken, dat de bewerkingen in deze volgorde zullen 
worden uitgevoerd: Machtsverheffing; Vermenigvuldiging; Deeling; 
(Worteltrekking), daarna Optelling of Aftrekking. 

1) 3a° beteekent dus, dat eerst moet worden berekend a° en 
dat dit moet worden vermenigvuldigd met 3. 

2) a:b? +c beteekent, dat eerst verricht moet worden de deeling 
van a door b? en dat bij het quotiënt moet worden opgeteld c. 

3) a—bd-c:d. Eerst berekenen c:d; verder a verminderen 


met b en bij het verschil het quotiënt en optellen. 


Optellingen en aftrekkingen worden in de volgorde uitgevoerd, 
zooals ze er staan. Wanneer men een wijziging wil aanbrengen, 
plaatst men den vorm, dien men het eerst wil uitrekenen tusschen 
haken, accoladen of vierkante haken ( ), & 5, [] 

Dus beteekent a d- b°.ece—d:ed-f: reken b° uit, vermenig- 
vuldig c met die uitkomst, deel d door e, tel bc op bij a, trek er 
het quotiënt van af‚ tel er f bij op; de laatste bewerking 
bepaalt den naam van den vorm; deze vorm is dus een som. 

(ad b°).e—(d:et-f) is een verschil. 

i(ad-b).e—diret-f is een som. 

(ad-b°e—d):(e df) is een quotiënt. 

(ad b°).(e—d:etf) is een product. 

Zeg van al deze vormen, hoe ze moeten worden uitgerekend. 
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OPGAVEN. 


86. 1. Zeg de beteekenis van de volgende vormen: 
a; abe; d°—p; p°—gs pr—=x:a; ad:b Hed; 
ab — a°b? : p?. 


2. Bereken de waarden van de volgende algebraïsche vormen 
VOONBGED  SCO 
a; b5; a—6; beH-4d; 3b?—5c; Aabe — 2d; 
4A(ab —c); (ab + 3c — 3d) : d°; abe. des lsas 
cd°:(2b — a): (2c — 4). 


3. Wat is het verschil in beteekenis tusschen ab° en (ab); 


5 5 

tusschen (a + b)° en a + b°; tusschen 5 en zet 
4. Schrijf op: 

De som van twee producten. 

Het product van twee sommen. 

De som van twee machten. 

De 5e macht van een som. 

Het verschil van twee quotiënten. 

Het quotiënt van twee verschillen. 

Het product van drie machten. 

De 4° macht van een product van drie factoren. 

De som van drie quotiënten. 

Het quotiënt van twee sommen. 

Het dubbele van een getal, verminderd met de tweede macht 

van dat getal. 

De derdemacht van p moet gedeeld worden door de som 

van p en g. 

De som der vierdemachten van x en y moet gedeeld worden 

door de dubbele vierdemacht hunner som. 

Het halve verschil van twee getallen is het verschil van de 

helften dier getallen. 

Het n° deel van de som van drie getallen is de som van 

de ne deelen dier getallen. 

De derdemacht van een product is gelijk aan het product 

van de derdemachten der factoren. 


5. Substitueer in de volgende vormen voor p==3, voor q=4, 
voor r=6 en bereken de waarde: 
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NR DNS PDT. 
oden erde 


(pa — or? pd o)rdps pH art Ip; (pq) (P+ 1): 


6. 


(p HQ) (p +77 


Schrijf eenvoudiger: 
8XXXX — Tyyyyyy + 622; 
Ky) 9) Ay) — (+ 29) (X + 2); 
dl A 
Te NT 
Welke getallen volgen bij het gewone tellen op p? Welke 
gaan aan p vooraf? 


Schrijf een rij getallen op, beginnende met k en opklim- 
mende met v. Ook een rij getallen, beginnende met a en 
waarvan elk volgende uit het voorgaande gevonden wordt 
door met r te vermenigvuldigen. 


Bereken de volgende vormen voor a=3. 


3 +-a fa’ —2a(a—3) +4! 
(3 + a) Sa® — 2a (a — 2) +4} 
Oe Ome elite: 
ndr EN EL 

3 + (a° — 2) ala—1l) +4 

3 + (a° — 24) (a — 3 +-4). 


Voor a KG. van zekere waar betaalt men p gld.; hoeveel is. 
dat voor 1 KG.? Hoeveel voor 3 KG.? voor b KG.? 


Een kapitaal is groot a X f 100; hoeveel is 1 °/, hiervan? 
Hoeveel is p 0/,? 


Hoeveel eenheden heeft een getal, dat bestaat uit A honderd- 
tallen, f tientallen en e eenheden? 


lemand heeft een inkomen van a gulden per jaar; hij geeft 
maandelijks voor zijn gezin uit b gulden en per kwartaal 
aan huur c gulden. Welk gedeelte van zijn inkomen houdt 
hij over? 


Een winkelier verkoopt twee stukken laken samen / M.; 
voor de eerste p M. krijgt hij k gulden per M., voor de 
rest 1!/, k gulden per M. Hoeveel ontvangt hij? 
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15. 20 jongens en 24 meisjes moeten 1100 cent deelen; elke jongen 


krijgt eerst 5 cent, elk meisje eerst 4 cent en de rest deelen ze 


gelijk op; hoeveel krijgt elke jongen; hoeveel elk meisje? 
a jongens en b meisjes moeten c cent deelen; elke jongen krijgt 
eerst p cent, elk meisje eerst q cent en de rest deelen ze weer 
gelijk op; hoeveel krijgt nu elke jongen en hoeveel elk meisje ? 


16. Een vader is 40 jaar en zijn zoon x jaar; over 3 jaar zijn ze 
samen het 4° deel van 2 eeuwen oud. Hoe oud ís de zoon nu? 


17. A doet a KM. per uur, B b KM.; eerst loopt A tuur; daarna 
gaat B hem achterna; na hoeveel uur heeft B A ingehaald ? 


18. Over een brug gaan x wagens en y handkarren; hoeveel 
wielen hebben die samen? Het zijn er 71 met 222 wielen 
reken nu eens uit, hoeveel er van elk waren. 


19. Zes getallen klimmen op met a: samen zijn ze b; hoe groot 
is het kleinste? 


20. Wat is het grootste, wat het kleinste getal van 3 cijfers, 
van 4 cijfers, van n cijfers ? 


21. Schrijf op verschillende manieren een paar getallen op, die 
190 verschillen; ook een paar getallen, die samen 50 zijn; nu 
ook een paar getallen, die a verschillen; ook wier som s is. 


22. Noem de cofactoren (coëfficiënten) in de volgende vormen: 
DEN OEL RADE KOEN 

23. Welke van de volgende producten zijn gelijksoortig: 
IKE ENNAVERDKV AVEN OK ASAT OL RET 
Tabc* en 3abc*; (p +-q) en 7T(p +-q)? | 

24. Noem 3 machten, gelijknamig met a*. 


2 

” ED » ) »” ” Sen 
| 26 
»” ” » » » ” 7(a b ) 


8 7. Deelen van een algebraïschen vorm, die verbonden zijn 
door de teekens + of — heeten termen. Aldus is 2a — 4be2 + 7cz? 
een algebraïsche vorm met drie termen. Een eenterm is een 


vorm, die slechts één term bevat b.v. a; a: 2b; Tatb°e?; (2 + y)z; 


5lat-b—c}; een veelterm is een vorm, die méér dan een 
term bevat; naar het aantal termen worden ze onderscheiden in 


tende on en de 
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tweetermen, drietermen, enz. Aldus is a + (36 — c)° een tweeterm; 
d° + 4e (f —3) + 8g* een drieterm; 
(a°b — ab°}? + a°b? — ab(a® — b°) + 7at een vierterm. 

Om aan te wijzen, dat een algebraïsche vorm als één geheel 
beschouwd moet worden, plaatst men hem tusschen haakjes: 
(ad-b—c) of zet er een band over heen atb —C. 

Wanneer in een vorm letters als deelers voorkomen, dan heet 
de vorm gebroken; komen er geen deelers in voor, of zijn deze 
enkel cijfers, dan heet de vorm geheel; E Jp, Ze a: (3 4-6) 
Henri 
4 

Het aantal letterfactoren, dat in een geheelen éenterm voorkomt, 
noemt men den graad van den eenterm: 

2ab°c =2abbeee is van den 6" graad; 

ROO AAO RICCI CES Van dennl3en 

graad, (2a°p*)? is van den 30ster graad. 

Hebben alle termen van een veelterm gelijken graad, dan noemt 
men den veelterm gelijkslachtig (gelijkgradig) of homogeen en 
dan heet de graad van een der termen tevens de graad van den 
veelterm; dus is Xx° + 7x? — xy° — 1!/,y? homogeen en van den 
derden graad; hebben niet alle termen gelijken graad, dan heet 
de veelterm ongelijkslachtig of heterogeen ; de graad van dien 
term, welke den hoogsten graad heeft, heet tevens de graad van. 
den veelterm b.v. afb + 2a' — a? + ab? is ongelijkslachtig en van 
den 7°" graad. 





zijn dus gebroken; p?, en a: 3 + b zijn daarentegen geheel. 


OPGAVEN. 


S8. 1. Welke van de volgende vormen zijn geheel, welke 
nen de Bn Aa oe vd OE 2 ED 0 dr nl 
T ORERIO NOG 1 1 | 
LTO NN 
2. Bepaal den graad van elk der volgende eentermen: ab*; 
par’; (par); a?:4; T(ad-b):13; (pq); (a?b)* X Tap. 
3. Zeg of de volgende veeltermen gelijkslachtig of ongelijk- 
slachtig zijn en bepaal daarna hun graad: 
a° — b5; a°b — ab? + (ab); Tat — 76° JTC? — 14; 7 H- 122 +14; 
a —a° — a? + (a°}°. 


10. 


11. 


12. 
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Schrijf een gelijkslachtigen vierterm op; ook een ongelijk- 
slachtigen drieterm. 


Bereken de waarde van x° —5x—+-6, als ge voor x 2 of 3 
substitueert. 


Ookinnog e= 21 of SMOLT Een LEES StIE EET 
2x° + 17Xx—11x° — 6. 


Wat is de waarde van: 


(a Hb) + y)* — (4ax J- by) (bx + ay)? 
VOOR Lee Weed ee ONE RO 


Wat is de waarde van: 
26°c? + 2c?a° + 20°b° — at — bt — ct; (a=8, b=5, C==3). 


dri serd: eh eik == 
abt-ed (A 
omen AE ed ea mi (a Zn be 








ab (bez 


Een wandelaar loopt Maandags a KM., Dinsdags b KM., 
Woensdags half zooveel als de beide vorige dagen samen en 
Donderdags het gemiddelde van de drie eerste dagen der 
week; hij gaat Vrijdags met den trein terug, die er 2 uur 
over doet. Als de spoorweg c KM. korter is dan de wandel- 
weg, hoeveel KM. legt de trein dan per kwartier af? 


Een boer heeft op de markt a koeien verkocht voor 6 gulden 
het stuk, c varkens voor d gulden het stuk en koopt 
2 paarden voor A gulden het stuk. Hoeveel heeft hij over 
van de f 500, die hij mee ter markt genomen had? 


In een trein hebben plaats genomen: x reizigers in de 1, 
y in de 2° en in de 3° klas 7 maal het aantal in de 1° klas 
vermeerderd met het dubbele van dat in de 2° klas. Een 
kaartje 3° klas kost p stuivers, een 2° klas 1°/, maal zooveel 
en een 1° klas 2 maal zooveel. Hoeveel hebben die personen 
betaald? En hoeveel, als er in de 1° z personen, in de 2 
2z personen in dienst der spoorwegmaatschappij reizen ? 


Bereken de volgende vormen: 
s(s—a)(s—b)(s—c)alsa=9,b—=12, e= 15ens=l/;(ad-bH-Cc). 


GTG als s=Y/s(atbt0); (a=9, b=12, c—=15). 





BEWERKINGEN MET GETALLEN DOOR LETTERS 
VOORGESTELD. 


S 9. In de rekenkunde hebben we verschillende eigenschappen 
leeren kennen; we zijn nu in staat deze algemeen voor te stellen 
en toe te passen op vraagstukken, waarin ook weer de getallen 
door letters zijn voorgesteld. We geven ze hier zonder bewijs. 
Ten einde ze later gemakkelijk door een enkele letter aan te 
wijzen, zullen we ze groepeeren en vereenigen die, welke tot 
eenzelfde groep behooren, onder eenzelfde letter. 


SOMMEN. 


Si. atbtetdzatdteHb. Een som verandert niet, 
als men de termen in een andere volgorde neemt. 

Sz. atbtetd=(atb) +(e +d). Een som verandert 
niet, als men twee of meer termen vervangt door hun som. 

Sa. (atb) F(dtezatbtceHdtHe. Een som ver- 
andert niet, als men een term in deelen splitst en die als nieuwe 
termen beschouwt. 


VERSCHILLEN, 


Vi. (atFbtetd)—(ptgtr)=(lap) +(6—q) Her) Hd. 
Een verschil wordt gevonden, door aftrektal en aftrekker in deelen 
te splitsen, elk deel van den aftrekker af te trekken van een der 
deelen van het aftrektal en de komende verschillen en de over- 
gebleven deelen van het aftrektal samen te voegen. 

Va. A—-B=(A+p)-(B+p). Een verschil verandert niet, 
als men aftrektal en aftrekker met eenzelfde getal vermeerdert of 
vermindert. 

Vs. (A—B)4p=(A+p)-B=A-—-(B-—p). Een verschil 
wordt vermeerderd met een getal door dat getal op te tellen bij 
het aftrektal of af te trekken van den aftrekker. 
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Va. (A-B)-p=A-(B+p)=(A—p)-—-B. Een verschil 
wordt verminderd met een getal, door dat getal op te tellen bij 
den aftrekker of af te trekken van het aftrektal. 


Vs. a—=btetHd—ez=(atc+tHd)—(b +e). Als achtereen- 
volgens eenige getallen moeten worden opgeteld en afgetrokken, 
dan krijgt men de uitkomst door de som der aftrekkers af te 
trekken van de som der overige getallen. 
a—btedt-d—e 
se er fd zijn alle (a+ c+- d) — (b Je) 
C—b—eddt-a 


of in woorden: 


Ve. Een veelterm verandert niet, als men de bewerkingen 
in een andere volgorde uitvoert. 

Nog een andere eigenschap, die in de rekenkunde niet voor- 
komt, willen we noemen en bewijzen: 
a—(p—-qgtr—-s-t == volgens V‚. 
apt) —(qtstDi= | 
apt) last ie= } 7 Ve 
Aa—-prdgqgdstt= | hek Opeon erst 
a—-pdgqg-rdsht 5 Mee 


Vz. Deze eigenschap luidt: Als men een getal moet ver- 
minderen met een veelterm, dan kan men term voor term 
gebruiken, mits men alle aftrekkers tot optellers maakt en 
alle overige getallen tot aftrekkers. 


Voorbeelden : 
1) 12x—(3y —5z) =12x— Jy + 52. 
3a db —(b—a—c)=3adb—bthadte=4ade. 


S 10. Van eigenschap V‚, wordt gebruik gemaakt om een 
veelterm op een bepaalde wijze te rangschikken; hieronder 
verstaat men: het opschrijven van de termen van een veel- 
term in een volgorde, die aan een vooruit vastgesteld. 
beginsel beantwoordt. | 
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Men kan een veelterm rangschikken op drie manieren: 
le, Alphabetisch. Zoo is de veelterm: 


2a Tb HCH 3d —e 
alphabetisch gerangschikt. 


2e. Volgens opklimmende of afdalende machten van een- 
zelfde letter. Zoo is de veelterm: 


3a° — a* —5a’ + 20° —ad-7 


gerangschikt volgens afdalende machten van a. We konden hem 
ook schrijven: 

7 — at 24° —5a’ — at + 30° 
en zouden dan volgens opklimmende machten van a hebben 
gerangschikt. 


3e. Alphabetisch en volgens afdalende of opklimmende 
machten van eenzelfde letter. 

Deze rangschikking is een samenvatting van de beide vorige. 
Wanneer we b.v. een veelterm moeten rangschikken, waarin termen 
met a, b en c voorkomen, dan plaatsen we den term met de 
hoogste macht van a voorop en laten de termen met lagere 
machten van a achtereenvolgens komen. Wanneer we daarbij de 
keus hebben tusschen meerdere termen, waarin eenzelfde macht 
van a voorkomt, dan moet die term voorop, waarin de hoogste 
macht van & staat. Zijn er twee termen, waarin ook de macht 
van b dezelfde is, dan beslist de macht van c er over, welke 
„term voorop moet, enz. b.v. van ab? a°b?c°, a°b?c*, a® en 
a°b° moet de laatste term voorop staan, daarna a°b°?, a°b?c*, 
deb en ten slotte a2. 


Voorbeeld : 
Rangschik: 7a®b°c? — 4a®b?c? + a°böe — 5a'bee? + 22a'b'et + 
—J- 80°böc -— 14a°b°? H- 21/,0°b + 2a°böe? — a° = 
2a8b5c? H- a%böe — 4aPb7e? H- Tabee? — a° + 22a'b'et — 5a' bee’ + 
+ 8a°be + 2/,a°b°C? — 14a°b°C? 
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OPGAVEN. 


S 11. 1. Rangschik alphabetisch: 


2a—2b — 2e —3fH 2e—d HC; XZ p—3g—y; 
3a° — 26° + 5ab; Pp — 4pq + q°; 
aS — b3 + ab? — ab; at 4 a°b — bt — ab? + a°b? 


2. ax dax d-e— 2bx J- 2bx?: Tpgr —- 3p°q + 3pg°r; 
ad —ec—bta—ad—bd; Ap’ —4q? + 4Ap°q° — 3p°gr. 


3 xy tx xj; Apt + pèr — px dq; 
2ad — 4b°c + 3Jabcd; xps + xÔy + Pp? — xt. 

4. Rangschik naar afdalende (opklimmende) machten de volgende 
veeltermen : 
XS AXE HX TX IX; At — 20° Ha —a JI; 
ans qr — an! + qr qP — Q°P + géP Ee ap, 


Schrijf de volgende vormen zonder haakjes: 


5. 5x—(3y 4-2); 6. 7m — (3m — 2n*); 
5x + (3y — 2); MSM AE ZA 
8a — (25 — 3c); (Amn — 3n°) + (2m°* — 3); 
8a + (26 — 3c); (6p — 2q — r) — (3p° —q’ — r°); 


13y + (2x yd);  a—lphgrkyz); 
13 (AV AL (TOE LON 


PRODUCTEN. 


S 12. Ps. ab=ba. Een product verandert niet, als men de 
factoren verwisselt. 

P,. plat b)=patpb; pla —b)=pa—pb; 
pla —b+e—-d—e) =pa—-pb +pc—pd— pe. Een veel- 
term wordt vermenigvuldigd met een getal door elk der termen 
er mee te vermenigvuldigen en de producten op te tellen en 
af te trekken ín dezelfde orde als de termen van het vermenig- 
vuldigtal. 
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Ps. (a+b)p=ap+t bp; (a—b)p =ap— bp; 
(ab te—d—epz=ap=bp + cp—=dp—ep. 

Een getal wordt vermenigvuldigd met een veelterm door dat 
getal met elk der termen te vermenigvuldigen en de producten 
op overeenkomstige wijze op te tellen en af te trekken als de 
termen van den veelterm. | 


Ps. ap—aqtartaszalp—qgtrds=(lp-gtr+sa. 


Een veelterm van eenige producten met eenzelfden factor is het 
product van dien factor en een veelterm van de andere factoren 
met dezelfde volgorde van teekens als in den gegeven vorm. 


GEDURIGE PRODUCTEN. 


GP. abedefg =adgcefbe. Een gedurig product is onafhan- 
kelijk van de volgorde der factoren. 


GPa. abedefg =alceg)(bd)f. Een gedurig product verandert 
niet, als men eenige factoren vervangt door hun product en om- 
gekeerd. 


GP3 perry pin ZK. PYIZ XY. PZ 
Een gedurig product wordt met een getal vermenigvuldigd 
door één der factoren er mee te vermenigvuldigen. 


MACHTEN. 


Mi. (abcd) =atbrerd”. De macht van een product is het 
product van de gelijknamige machten der factoren. 


aPbPer =(abe)?. Het product van eenige gelijknamige machten 
is gelijk aan de gelijknamige macht van het product der grond- 
tallen. 


Ma. aP.at.af=aPrterr. Het product van eenige machten 
van hetzelfde grondtal is wederom een macht van dat 


P. WijpeNes en Dr. D. DE LANGE, Algebra I, 8e druk. 2 
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grondtal, waarvan de exponent gelijk is aan de som der 
exponenten der factoren. 

NE A EN LAME ST EE Pi 
Een macht kan steeds ontbonden worden in het product van 
twee of meer machten van hetzelfde grondtal: de som der expo- 
nenten moet dan gelijk zijn aan den gegeven exponent. 

M3. (a* za”. Een macht van een macht is wederom 
een macht van datzelfde grondtal, waarvan de exponent 
gelijk is aan het product der exponenten. 

a*= (a)? = (as =H(a*)S°. Een macht met een deelbaren 
exponent kan steeds geschreven worden als een macht van een 
macht; de nieuwe exponenten zijn dan de factoren van den 
ontbonden gegeven exponent. 


Toepassingen. 


1e Oe AED 
DE DT DI OER 
SID DOEK AKD ERD 
LO OPO ADD ES 
Anavbacs. 

2. 7(2a + 3b —c J- 4d — 8e) 
1.2a-7.3b—1cd-7.4d—-7.8e 
14a +- 216 —7c + 28d — 56e. 

DAD DAD IDE DE 
(a°)*b' Xx tb X a°b°(c*)? 
qsb* Xx Qeb? X Qb? 
as x bt Xx af x ble x a? x b2 Xx ct 
a3 x af X a? X bt Xx b2 x bh? xc —= 


(8 


(n 


het Lette! 


alebiec?. 

4. Oad-6at-2H-8b == 5. 14(ad-b)H7(b —a) == 
(9a +- 64) + (2b + 86) = 14a + 14b +7b — Ta == 
(9 +-6)at-(2H8)b == 14a — Ta - 146 + 7b = 
15a + 105. (14 — Da + (14 +-T)b= 


Tad 210. 
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6. 3(a—bH- 2) —Uatbte) == 
3a — 3b 46e — (2a +20 +2) = 
3a — 3b + 6c —2a—2—2e == 
3a — 2a — 3b — 2b + 6e — 2 
Bae (a bd (6 De — 
a—5b + 4c. 

7. ala? —b) — b'(a —b°) + abla* — ab) = 
at — a°b — (ab? — bf) + (a°b — ab) = 
at — ab — ab? + bt H- ab — a°b? et 
at J- a°b — a°b° — a°b — ab? + b'. 

8. (a Xx at=a Xx? 

(a®)* x a*=ab xXx? 
a* xXx at=akP xe? 
as=—=at x ak. 


Het is niet altijd noodig al de tusschenvormen op te 
schrijven, vooral niet bij vraagstukken als 1, 3 en 8; de andere 
zal men ook iets bekorten, vooral daar waar gelijksoortige getallen 
moeten worden opgeteld of afgetrokken. 


OPGAVEN. 


S 13. 1. Rangschik de factoren van de volgende producten 
en schrijf ze eenvoudiger: 
Taaxxxbbeeeee; 17a°b*q°r°ppp; 0,2xzy°xyz?. 
0,3bda®e°bb, d*a’bbeeea’db; yyyzzx*yzyz. 
Ontwikkel de volgende producten tot veeltermen: 

DRBIO Dee 3rralp geert) Aaa da 4): 

T(a 4-26 — Cc); b'(a + b —c); a(a° — a? —at-7); 

Dolne OD Potere (0' al); 

O(ad-5b —ec—d). palp°g +-p?g° — 4). aP(a' H-Ta® — 3a!°). 
Herleid de volgende veeltermen tot producten: 

5. 3aJ- 2a +84 — 74; 6. 4a + 4b; 7. a° + 24; 
SDR PP; pd 50; Abi Absdi 
ne dion l2g 3, ho HIP HA; 
3n° + An? — 5n° + 2”. 8p? — 16pq +- 40q°. Kk +-k. 


10. 


12. a? 
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16. 


20. 


DI 
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Herleid de volgende veeltermen: 


. 8ad-2b—3cH4at8bH-7e; 9. 6x Hy —2z HX — Ay — 4z; 


3p—4q"+8pg—g" +-2pq Tp"; 3-2 pept 2e; 
A— 22 HTaPH20PH-Ta-2; 1602—2bH8C2H-8CH-2b°— 120240? 


Eveneens: 
(Sl—2m-An)H(6l4-2m—l4n); 11. (2a-3b—e)—(a—b—2C); 
(kn ln Cet IA) re (Oe (At an A rk 
(6a —p—gq) + (6a + 3p — 2q). (5BXxy —3X2)—(3Xy H- 2x2—3y2). 


rd Cede Gp — Wp HT) — Ap 3 HP); 
Sb — 2 — 3(b 4b 1D VCP TU Kd Anil 


Bereken de volgende producten: 


3a°b X Tab'; 14. °/5p°qg X hepa”; 15. SDE Dien 
Aabc X Sabic’; Allpar X pgr; GEO 
(BUD 2 DC BAGS TOP gE PT 4 rk? x rk+2; 
lAabc” DOTabie lS DER Op De DeeS De. STA 
Eveneens: 
TAD) AD) Kek AED ee 17. ax X boren 
18(a*b?)? X 6(a°b°)° xX 3(ab)°; 3y?n X 2 X Es 
Spa” X (3p°q)® X '/s( pa). (abx) X (abc). 
Herleid: 
Ci ni 19. (aP)1 X (aP)? X (aP)?; 
sat X (a°? X BEER EAN Xx (atx)r ord (a). 
Vul in: 
Or Din DANE (ECE 
PEEK PKP ON ON 
PDT CER en ACS ei 
Ss eN A= =O NR 


Vul in; de banden vervangen de haakjes. 
—4 














REE 23. 3 A4 2 
Mio nn LSO OE A 
dd 
ERE en ENE (erde eef 
NS Oa b 45 ab 2900 BON 
ed 
NEET er 





ker EO) —3 eh eine 
22a Pb x AO 3a*be == 9atbee. 
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QUOTIËNTEN. 


S 14. Qi. D=gdtr. Het deeltal is gelijk aan quotiënt 
maal deeler plus de rest. 


Obe Ae SA a 





p PPP p ERS 
ll An ES AEO 
p Peene PP 


Een veelterm wordt door een getal gedeeld, door elk der 
termen er door te deelen en met de quotiënten dezelfde bewer- 
kingen te verrichten als in den gegeven PEAR met de over- 
eenkomstige termen. 

A NL en mf Een veelterm, bestaande 

x ER ES x E 
uit gelijknamige breuken, is gelijk aan een breuk, die tot teller 
heeft een veelterm, bestaande uit de tellers der breuken met 
dezelfde bewerkingsteekens als de termen en die tot noemer 


heeft den gemeenschappelijken noemer. 


C 


Qs. aberp= a sbeza.. ema. Een product 


wordt door een getal gedeeld door een der factoren door 
dat getal te deelen. 


Qa. Pp:abe=pta:b:e. Een getal wordt door een product 
gedeeld, door dat getal door één der factoren te deelen, 
die uitkomst door een tweeden, enz. 

Qs. 5: TET Dn Het product van twee quotiënten (breuken) 
is het quotiënt van de producten van de deeltallen (tellers) en 
de deelers (noemers). 


Qs. Er br Het quotiënt van twee breuken is het 


quotiënt van de tellers gedeeld door het quotiënt van de noemers. 


AEL xe, r 
Qz. TT XxX ds Het quotiënt van twee breuken 


is het product van het deeltal met het omgekeerde van den deeler. 


Jr 


A Brrr es 
Qs. (2) en De macht van een quotiënt ís het quotiënt 


van de gelijknamige machten van deeltal en deeler. 
X Xx 
id . Het quotiënt van twee gelijknamige machten is 
de gelijknamige macht van het quotiënt der grondtallen. 


Qo. aP:a=aPr. Het quotiënt van twee machten van 
eenzelfde grondtal is wederom een macht van dat grondtal, 
waarvan de exponent gelijk is aan het verschil der expo- 
nenten van deeltal en deeler. (p moet dus grooter dan q zijn); 
en omgekeerd: 
a° al 
ES gr mert ap. Een macht kan steeds geschreven 
worden als het quotiënt van twee machten van hetzelfde grondtal. 


a = 



































Toepassingen. 
Eee Mere 2. (2a* — ab + 3ac):a = 
(LOPES VE 2a* ab ‚ 3ac 
2y°:y? 5e a a a Fr 
DV en SVE 2a° —b + 3c. 
3. (12p? — 36p2g —16pt):4p?—= 4. (ee I= (2abc)?_ 23% 
12p* En 36p°g ine 16p* m 3pq EEN (3pq)® ve 8008 
Ap? Ap? Ap? pe 
3p — 9q — Ap°. 
5 14abc* (Tab) __ 14abc? 49a°b? _ 14abe? 9 HE ee 
dn SUE (2e Ser MENTOS LE 49a°b? 
T4abo AIDE Me NE ALDE MANS CEN 
3de AO ober 30 BT Oban OH 
6 dae he el Zr 
Â 2a 6a ch Sd: 6a Onit 
(BA) AK NAE 20) LI eN 
6a ek 6a zij 


VL Cr al EN 0 


OOR 5 Gaan nr 130 
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OPGAVEN. 


Sonme Ei haefb EKE IXYs Ab CE TabEEs 


2 


Hij 


11. 


12 


ate it AEL EEE bb AW eet OO LA LON 

















rte Teal 2d ber 1S02 ss 27p tg MSD 
Vul in: 
7ab X …..= 3!/,a°b?; LU AO 

Re lapt ge ONE AO EG 

BAN ARE Delen OO (ODO 

‚ Vereenvoudig: 

OXEV Acd* SEO STEEL m*n® 
Oxy° Oes Op°q ’ mn” ” 5mn? 
KSO 2 1 EEE ZEN 12a°b°* _ 15abx? 

DTO 28E pz 8ab?c ” 65ab’x 


REDE O SOS VAN IO ASO Sb ed 








40c?d®’ 57xiy’ 52k2min®’ 64a’xy®’ 57bcd 


. Vermenigvuldig en schrijf het antwoord als één breuk: 


















































OOV ali PE vilein a Ahoi 

xy X apr Ad “ab” Bb Gab 

Ty? 3 25y* _ 146? 6a°d® 39a°b? 3 28 

De 14xy ’ 12ad Tab ’ 2teide 13ab° 
AREN De 4y> EAV 

ie SELIN, ay?z © (axz)? *° (23xy22)? 
. Deel, volgens Qs: 

OVEN FIOD (15abx)*_ 125426? 

ZOO AOV 1 65p*g* ° 13p°q 

Deel, volgens Q,: 

18p‘q”  14(pq)’. 13c* _ 164“, 48a°b?c 

Dieven SINE SaR OTR Tds 

169m* en erge): be, (5 ay dje 

ard 5e On DK ardin RA rde fe ) 


Herleid, volgens Qs: 
En LTD 24a* — 32a° nan 
Zmn f 8a° ú Xx. 
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13e a SADE 300 dat Som nld shank 
ER 3m Ax 
14. (5xtytd-xy®): xp3 (15p*q°r—3p°q): 3pg; (GAmPn’ —51mn?):17mn. 
15. (3x° — 6x* — 3x°) : 3x°; (a? — a°b + afb) : a?. 
(420 ASD OA) IN Rn SOAP) ART 
16: Herleid tot één vorm: 
XXX DE Ee SCHE NEED 
5 res DA hrs Oona 
To ef. Lg 2 
Oheel 20 20e aken Omar X xy 
18. Zeg direct de volgende machten: 
Elie (ee): 2ax (map. 
Cg 3avins cdr 3by ) OL 
zk lk (5) 25 3a°b” 7 
ne 20 2d A oen 5p'q 
19. Vind de waarde van: 
Ean (Ze An 
(5 k lek Je OSM: EE dre 49)” 96 
0 END KETEN 1/95 « (128/18 
5) X NEGER ) 5 Dt X If, ’ (8 Ja) (LS 
2E U ARD CT AE 4524 1618 18570 ip 
5) x (5 : 252; (Ee) Xios: ope + 504 
EERSTE HERHALING. 
S 15a. 
Ta Bereken voors de 1D SC ON GE NE 
a) abc + 4bd + cle — df). 
b) bac LOOG dien 
6c* + Ic — 18f* 
2e serleid, Clair ore JV ae ee eVa Oe 
3. Schrijf zoo eenvoudig mogelijk: 


a) Am J- (Am + 1) — (Tm + 15) — (mm — 80) + 2m + 15. 
be (pr dg Atje (Opstel f) ek LO 


10. 
11. 


25 


Bepaal de volgende quotiënten: 


1) A abeel 9) 28abcd : Tab 
2) 274" #3a8 6) a*b*: a°b 10) 28abcd: (Tabc: a) 
GRE pl oe TAP gesehen 11) 28abcd : (Tbcd:76) 


4) (a°be?:ac):be 8) (15x°y*:5xy): 15 12) (28abed: 3!/zac): 4b. 
ASM 0 en 25; ‘bepaal “dan de waarde van 
Xx° J- 8y° H- 292° + 18xyz. 

Geef een verklaring van: cofator, exponent, homogeen, 
gelijkslachtig, gelijksoortig, coëfficiënt. 

Hoeveel ís driemaal het verschil van Xx en y meer dan 
tweemaal de som van Xx en 2y? 

Herleid: 

Cl aleht ealnan 14%) lb A mr en 

ei) stens 00: 

Schrijf de volgende vormen als producten: 


1) 5x? — 15x 5) p° —p°q + pq” 

2) a — a? 6) 7x —7Xx° + 14x* 

3) 15x° — 225x! 7) 64? — 9a°b +- 12ab° 

4) 6a? + 2a* + 40° 8) 5a° — 10a*b" — 1546. 


Als a= 0,3; b=0,7 en c=a°, bereken dan a? + b° + c*—3abc- 


Vermenigvuldig: 


RA Ee DVS Baart De) 

Ap ike seats. 6) arba (Dye 
OIROLVS KE des Deep 2) 

4) 8(abc)? X bet SAMO pele kapt ze 


Hoeveel kosten a artikelen van p gulden het stuk meer 

dan b artikelen van q gulden het stuk? Hoeveel °/, (van het 

eerste bedrag) is het tweede minder dan het eerste? 

Bereken ENEN) EN HEE NS NRE, 
Q Chia ND 

ui 


Vermenigvuldig : 


1) a*b(ab + be) 5) 5xy(3xy — 6) 
2) 6x(6x° + 5x°y) 6) 17ab(a*bc — 3ab*c) 
3) 3X(7Xx°y* — 3”) 7) Np l2p — ifexy). 


4) 8Xy(1x'y — 6x) 8) !/oxy(15xy — 0,4x°y7). 


15. 


LO 


IT 


18. 


19. 


20: 


21 


24 


25: 


24. 


26 


Schrijf in letters: Het kwadraat van de halve som van twee 
getallen is grooter dan het product van de getallen. 


Voor welke waarde van x is: 
1) 3H2x=17? 1) 164-8x=41? 3) 7(xX—2) =6l? 


1) Van welke twee getallen is de som 48 en het verschil 14? 
2) Ik weet, dat driemaal het geld van A bij dat van B 
J 200 is en dat het geld van A bij driemaal dat van B 
f 120 is. Bereken beider geld. 




















Bereken: 

y-—2Xy 10(ab)* — Sab° + 4(ab°)? 
1) 4) 5 

y Aab” 

xt AX Xx 36x°y?z° — 12x°y°z — 16(xy2)° 

inn 5) en 
X AXyz 

XE — TX H- 4x 1/a°b? — 3a°b* — 3/,a°b° 

3) x° 6) ANT ’ 


lemand koopt a artikelen voor p gulden het stuk; de helft 
verkoopt ‘hij- voor 1äfsp,„ een vierde ‘voor 2prên desrest 
moet hij wegens bederf weggooien. Hoeveel °/, van zijn 
inkoop wint hij? 


Vermenigvuldig: - 


1) aba + b° + C°) 5) 4a*bel5a + 76° + 4c°) 

2) a°b(a® — b° — C°) 6) 5a°b(5a” —1b° — 3C°) 

3) abelbe + ca + ab) 7) Wiabel!/oab + be + 2ea) 

4) a'b(a” + b — c*) 8) 1/opar(3p’ + 20° — !/or°). 

Vereenvoudig: 

AE Ne er 
hab 164°b°c Waki 250 


Als a=y—z, b=zZ—-X en c=X-—y, bereken dan 
1) atbt-c; 2) a—bt-e; 3) 2a— 3b + 4c. 


Als x= 3240 ye Jd De CEN Zn 
hoeveel is dan X+-y +2? Bereken ook 2x + 3y + 42. 


Bereken: 
1) 3(4a — 1) + 2(2a + 3) — 5(6 — a); 
2) 2(2a —b) + 3(a + 2b) — 4(a Hb). 


25, 


26. 


Zi 


28. 


29. 


30. 


Zij 





Vereenvoudig: 
D 460% fg)? N 16(k°q°)p'0 
92a(f"2)° 8(k’g)*p° 
14(m°p°)°q° elek 
) “5ampg ) Toer: 
Bewijs dat 4(a+-b)=4at-4b; ook rechtstreeks, dat 


Aa + 4b = Aa + b). 


Schrijf de kwadraten op van: 


1)? 5) atb? ORDE 

2) a*b ONES 10) gm 
3) 6a°b° 1) Heide lin 
AN DC 8) 10p°qr* 2 hes: 


Bereken x° +66 —17x als ge voor x òf 6 òf 11 substi- 
tueert. 


a EL AN AE 
Herleid: 5) » (Ee) » (5e) » De) p 


Bereken ín machten van ondeelbare getallen: 
E) GO) 498 b) (5) EAN 
285 X 9621625)?’ ED De 


216)t. (96? ns 








ALGEBRAÏSCHE GETALLEN. 


« 


S 16. Als men in a° — 3ab + b* moet subsitueeren a=1 en 
b=4, dan heeft men uit te rekenen 1 — 12 + 16; dit geeft, als men 
1 +16 vermindert met 12 tot uitkomst 5; wenscht men de volg- 
orde niet te veranderen, dan geeft 1—-12=11 te kort, mèt 16 
wordt dat ook 5. Evenzoo berekent men andere vormen, waarbij 
men voor een aftrekking komt te staan, waarbij men meer wil 
aftrekken, dan er af te trekken valt; in dat geval zou men slechts 
het aantal eenheden, dat er minstens meer had moeten zijn, 
achter het gelijkteeken kunnen zetten en daarachter: te kort. 

Nu bedient men zich in alle wetenschappen van teekens, die 
een of meer woorden, soms zelfs heele zinnen vervangen; voor- 
beelden zijn: Prins Maurits + 1625; Tankenberg + 70; ’s nachts; 
en er Ditezinesslechtsseenigenuiinhonderdenmeenszende 
teeken heeft dikwijls verschillende beteekenissen. (Bedenk er 
een paar). 

Wat zal men nu nemen ter vervanging van de woorden 
„te kort?” 

Er is een aanwijzing, die als vanzelf de schrijfwijze aangeeft. 
Wil men het resultaat noteeren van 3 — 16, dan zal dat overeen- 
komen met 2 — 15, met 1 — 14 en ook met 0 — 13; laat men nu 
die O weg, dan heeft men vanzelf het teeken. Aldus: — 13 be- 
teekent, dat men bij een aftrekking een aftrekker had, die 
13 meer was dan het aftrektal. 

In plaats van 13 te kort, leest men nu voortaan min 13; 
notaties van een te kort bij een aftrekking heeten nega- 
tieve getallen en het liggende streepje, dat dient ter 
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aanduiding van een negatief getal, heet het negatieve teeken. 
— a beteekent p —(p+a). 

Men bedenke toch vooral, dat evengoed kòn geschreven worden 
3 — 16 AE 3 — 16 = (3) als 3—16=— 13; de beide eerste middelen 
zouden echter wat kunstmatig lijken; toch zijn er teekens in de wis- 
kunde, die veel kunstmatiger zijn b.v. 47°16'12”; 49,402, en die toch door 
iedereen onmiddellijk begrepen worden. Hetzelfde liggende streepje 
beteekent dus in elk der volgende gevallen wat anders: 1) als leesteeken, 
2) f 13—, 3) Frederik Hendrik 1625—1647, 4) Haarlemmermeer —3,5 M., 
5) 17 —5, waar het beteekent: trek af. 6) — 107, waar het aanduidt: bij 

een aftrekking was er 107 te kort. 


S 17. De kennismaking met negatieve getallen brengt ons er 
toe de vóór dien behandelde getallen ook een naam te geven; 
men noemt ze positieve en men voorziet die ook wel van een 
teeken, hoewel dat feitelijk onnoodig is. Daar het negatieve 
teeken ontstaan is uit het aftrekkingsteeken, heeft men voor het 
positieve teeken het tegengestelde daarvan genomen en wel het 
optellingsteeken, alzoo is +5 volkomen hetzelfde als 5; we 
lezen plus 5. 

Positive en negatieve getallen heeten samen algebraïsche 
getallen. 


In de bladzijden 1—27 hebben we wel met letters gewerkt, maar dat 
maakte nog geen algebra; in de rekenkunde en zelfs in het gewone prac- 
tisch rekenen mag men zich gerust van letters bedienen ter aanduiding 
van het vervelende: een zeker getal of: het aantal centen, dat A krijgt; 
overal dus, waar onnoodige omslag vermeden kan worden. De grens 
tusschen rekenkunde en algebra is niet te trekken, maar in het algemeen 
neemt men aan, dat men door het gebruik maken van algebraïsche getallen 
en het oplossen van vergelijkingen het terrein der rekenkunde verlaat om 
dat der algebra te betreden. 


S 18. Natuurlijk is 5 te kort met 5 niets, alsdus — 5 bij 5 
geeft O-of —5 H- (4-5) =0. 

Twee getallen, wier som gelijk is aan 0, heeten tegen- 
gestelde getallen; men zegt, dat +7 en —7 in tegengestelden 
toestand verkeeren, terwijl het kruisje en liggende streepje toe- 
standsteekens heeten, aldus niet meer optelteeken en aftrekteeken; 
deze heeten bewerkingsteekens. 

Verder noemt men —l1 de negatieve eenheid en dus ook 
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weer +1 de positieve eenheid. — 7 bevat alzoo 7 negatieve 
eenheden; het aantal eenheden van een getal of het getal, afge- 
scheiden van zijn teeken, heet de volstrekte of absolute waarde; 
zoo is de volstrekte waarde van + 13 zoowel als van — 13 
gelijk aan 13. Nu kan men zeggen: Tegengestelde getallen 
zijn getallen, wier volstrekte waarden gelijk zijn, maar in tegen- 
gestelden toestand verkeeren òf, omdat die toestanden blijken uit 
de vóór die getallen staande teekens: 

Tegengestelde getallen hebben dezelfde volstrekte waarde, 
maar tegengesteld teeken. 


S 19. Nu hebben we nog de vraag te beantwoorden: Komen de 
negatieve getallen voor? Zeker, ze komen voor, maar hun bestaan 
is dikwijls zeer kortstondig; we weten uit de rekenkunde, dat 
(a — b) (a —b) = ala — b) — bla — b) =a* — ab — (ab — b°) = 

=—= A — 2ab + b°; 


daarbij behoort a > b, want a < b maakt algebra. Neem a=8 


en b=6, dan wordt de eerste vorm 2 X 2=4 en de laatste 
64 — 96 +36, welke we aldus uitrekenen 64 — 96 —= — 32 en er 
bij 36 geeft 4. Het tekort van 32 bij de aftrekking wordt onmid- 
dellijk aangezuiverd niet alleen, maar er is nog een overschot 
van 4. 

Een thermometer teekent 's middags 2° C. en daalt ’s nachts 7°; 
dat kan natuurlijk; alleen blijkt, dat de daling zich beneden het 
beginpunt van telling voortzet; om nu te berekenen, hoever de 
thermometer dan beneden het beginpunt staat, moet uitgerekend 


worden: 7° —2° =5°. (Zie eens op de thermometer: staat er 


5 of —5?). Nu is men gewoon ter verkrijging van een eind- 
resultaat om op den begintoestand de verandering te laten 
inwerken; dat doet men ook hier en men schrijft: 22 — 7° = — 5°, 
Zijn deze graden negatief? Zeker niet; alweer is de beteekenis: 
bij een beginstand van 2° geeft een daling van 7° een tekort 
van 5°, welke dus onder het beginpunt van telling liggen. Ziet 
men trouwens naar de rechterschaal, dan komt men tot de ont- 


dekking, dat Fahrenheit er 23 bijzet; die vindt een positief getal 


eenvoudig, omdat hij wat lager begint te tellen! 


GI 


Een derde voorbeeld ontleenen we aan het dagelijksch leven: 
Als iemand, zonder geld bij zich, een boek wil koopen van f5, 
kan hij dat dan doen? 

Zeker, maar dan maakt hij een schuld van f5; de boek- 
handelaar teekent in zijn boek zijn vordering op hem aan (niet 
met + f 5, hoor!) Wanneer deze persoon in zijn boeken opteekent, 
dat hij f 5.— schuldig is, dan zal hij daar geen —f5 in 
opteekenen. Het leven kent geen negatieve getallen en heeft 
dus ook geen behoefte aan hun notaties! — Nu is de vraag, 
hoe men zoo iets dan in een vraagstuk zou zetten; we zeggen 
alweer: begin met den begintoestand en laat de verandering 
daarop inwerken; heeft iemand fa en geeft hij fb uit, dan bezit 


hij aan het eind fa — fb, onverschillig of a 26 is. Heeft hij 


dus niets en geeft hij f5 uit, dan komt dat neer op een bezit 
van fO —f5—=-—f5, wat dus beteekent, dat er f 5 te kort was, 
om het boek mee te nemen en er geen rekening te hebben staan 
bij den boekverkooper. Zijn deze guldens negatief? Onzin: op 
zich zelf staande negatieve eenheden zijn er nooit geweest en 
zullen er nimmer komen. Een negatief getal bestaat enkel 
in onze verbeelding; het duidt steeds aan, dat men meer 
wenschte af te trekken, dan er af te trekken viel en dat men 
tgeen alsnog niet afgetrokken kon worden, zoolang onthoudt; 
daarvoor is een eenvoudig teeken bedacht om dat op te schrijven, 
gevolgd door het cijfer aanduidende, hoeveel er te kort was, tot 
met tijd en wijle hulp komt opdagen in den vorm van toevoer 
van eenheden. 


S 20. Welke van de volgende uitkomsten zal de grootste zijn ? 


17 20 = —3. Niemand zal aarzelen in de 
17 19 =—2. keuze van een te kort van 
17 — 18 = — |. 3, een te kort van 1 of 1 
We M= DP over. We zeggen dan ook, 
17 — 16 =1. dat 1 > —1l >-—3. 


Het grootste van twee positieve getallen is dus dat met de 
grootste volstrekte waarde, van twee negatieve dat met de 
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‘kleinste volstrekte waarde, terwijl een positief getal altijd grooter 
is dan een negatief getal. 

We hebben nu ingezien, dat getallen, voorzien van een lig- 
gend streepje (minteeken) het tegengestelde beteekenen van dat, 
wat we begonnen te onderscheiden; daarom gebruikt men 
dat minteeken ook wel, indien men wenscht aan te wijzen, 
dat het tegengestelde van het een of ander genomen moet 
worden. Wenscht men het tegengestelde aan te wijzen van 
7, dan zet men dus — 7; het tegengestelde van a — b wordt 
aangewezen door — (a — b); van — 50 door — (— 50). Natuurlijk 
doet dan weer het kruisje dienst om kortweg aan te duiden: 
Laat, zooals het er staat; dus is 

+ (4-7) =7, +(—13) =— 13, H(a tbe) =atb—e. 

Aldus hebben we voorshands: 

17 —12; hier is — een bewerkingsteeken en beduidt: „trek af”. 

— 12; hier is — een toestandsteeken en beduidt: „Bij een 
aftrekking was er 12 te kort”. 

— (a —2b);e hier beteekent —: Neem het tegengestelde van 
wat er tusschen haakjes staat. 

17 + 12; hier is + een bewerkingsteeken en beduidt: „tel er 
Diop 

+ 12; hier is + een toestandsteeken, maar beteekent niets; 
het wordt alleen gezet, omdat negatieve getallen voorzien werden 
van een —. 

+(a—b); hier beteekent +: Laat den vorm, zooals hij er 
staat; het plusteeken en de haakjes kunnen dus gevoeglijk weg- 
gelaten worden. 

Verder zullen we zien (S 25), dat het niet hindert, hoe men 
een — beschouwt. 


OPGAVEN. 


S 21. 1. Hoeveel is 12 — 26; 3x — 7!/,x: 0,9a° — a?; O — 136; 
7a® — 12 X 21/.a°. 

2. Schrijf de tegengestelden op van 3x, van — 7, van +12 
en van — q°b. 


10. 


11. 
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127 =5; b’ —4b° = — 36°; 

Lin; 4b3 — hb? =3b.. 

Hoe verkrijgt men het tegengestelde van een verschil? 
Wat is nu het tegengestelde van 15 —75, van a— b, van 3a — 2p, 
van (a + b) — c, van 34° — 12(b + c), van (a + b) — (c +-d), 
van 13at — (2b° + 3c? — 4d)? 


Onderscheid vooral goed: het tegengestelde van een getal, 
het omgekeerde van dat getal en het verwisselgetal (dit ont- 
staat door de cijfers in omgekeerde of wel tegengestelde 
volgorde te plaatsen). Zoek zoo mogelijk de drie aangeduide 
getallen voor 71, voor 313, voor */, voor a— b en voor 
2c° + d. 


Hoeveel eenheden bevat 17, — 12, a° — b°; wat is de vol- 
strekte waarde dier getallen? Wat van a — b, van b — a, 
van C° —4c, van 4c —c?? 


Bereken de volstrekte waarden van 7a° — 3b°; 34° — 19b°; 
6a° — 3ab Jb? voor a=2 en b=3. 


Duid aan, dat het tegengestelde genomen moet worden 
van — 13, van 5, van 7, van a —b, van 2a — 3c. 


Hoeveel is +8 meer dan + 3? 


5 er LE „ —_3? 

2 artik, „ — 14? 
5 A OE „ — 34°? 
zò „a „ „… — 10a*? 
ne 5 Ca Ek b? 

ES k 2 meer dan 5? 


Wat moet men bij de som van +7, —3 en —8 optellen, 
om er 0 te laten uitkomen? 


Welke waarden moet men voor Xx nemen, opdat de volgende 
vormen negatief worden: 7 — x; 12—3Xx; 17 — 9x en 16 —x°? 


Een vader is 39 jaar, zijn zoon 11; over hoeveel jaar zal de 
vader 3 maal zoo oud zijn als de zoon? 

Oplossing. De vader blijft 28 jaar ouder en moet 2 X de 
ouderdom van den zoon meer zijn, dus is de zoon dan 
5 jaan 4sjaar tus Oversl4s jl 3 jaal, 


Deze oplossing gaat woordelijk door, wat men ook in plaats 


P. Wijpenes en Dr. D. pe LANGE, Algebra I, 8e druk, 3 
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van 3 neemt; stelt men dus 7, dan luidt het antwoord, dat 





het gevraagde zal plaats hebben over EE tn ui) jaar. 
Neem nu eens voor n achtereenvolgens 1*/,, 1°/3, 2, 21/9, 38/4; 
41/,, 8, 15. — Als er dus op de vraag: „Over hoeveel jaar,” 


uitkomt — 3, dan beteekent dat feitelijk, dat de vraag had 
moeten luiden: „Vóór hoeveel jaar”. Nu zal men echter, ten 
einde dergelijke vraagstukken alle gelijksoortig te behandelen, 
de vraag niet veranderen (hier zou het nog wel gaan!) maar 
een negatief antwoord het tegengestelde laten beduiden van 
dat, waarnaar gevraagd wordt. 


12. Teeken een lijn AB (4 cM.), een lijn CD (3 cM.) en een 
lijn EF (6 cM.). Zet nu op een vooraf geteekende lijn, van 
P uit naar rechts, af: 
PX, = 3AB +2CD —EF; ook PX, = 3AB + 2CD — 2EF; 
ook PX; = 3AB + 2CD — 3EF en PX, = 3AB + 2CD — 4EF. 
Hoe lang is nu PX,? Wat zeggen we echter? 


OPTELLING. 


S 22. Uit het voorgaande zal het duidelijk zijn, dat +5 bij + 7 
opgeteld + 12 levert, dat —5 bij — 7 geeft — 12, ook dat men 
heeft +12 bij —3 is +9, want het tekort van — 3 moet eerst 
worden opgeheven; eveneens, dat — 15 en +7 wordt — 8; in 
alle 4 gevallen hebben we dus twee getallen vereenigd tot één 
enkel getal; dat getal heet de som. Om de optelling aan 
te duiden, zet men de getallen gewoon naast elkaar, met 
weglating van de bewerkingsteekens; aldus beteekent 
—_5H3—6J14-—9 hetzelfde als: 

5) + (3) + (6) + (H 14) + (—9). 
In de rekenkunde doet men hetzelfde, als verwarring uitgesloten 
is b.v. 17/3 voor 17 +2/3, MDCCV voor M+-D CHC HV. 

De eigenschappen, waarop de bewerkingen gegrond zijn, zijn 
dezelfde als in de rekenkunde; deze worden voorafgegaan door 
de grondeigenschap der negatieve getallen, welke we van 
de positieve getallen woordelijk op deze overdragen en 
volgens welke men heeft 


0D (D=) (3) 4). 
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Verder heeft men dus: 

De som van eenige algebraïsche getallen verandert niet, als 
men ze in een andere volgorde neemt; als men een willekeurig 
aantal vervangt door hun som of eenigen term in meerdere splitst, 
zoodat: 1) 7—12J3=743—12; 

2) 7136211 =(7T 6 F1) + (—13-—2); 
3) 103 +72 —84= 103 +72 —72— 12. 


S 23. Men splitst de optelling in optelling van eentermen 
en optelling van veeltermen. 

Bij de eerste maakt men onderscheid tusschen de gevallen: 
1) alle termen zijn gelijksoortig en 2) niet alle termen zijn 
gelijksoortig. 


Voorbeelden. 
L 17 —13 +63 — 72; volgens S, is dit 4 + 63 — 72, daarna 
67 — 72, daarna volgens S;:67 — 67 —5=—5. (Bedenk toch 


steeds, dat er staat 17 + (— 13) + (+ 63) + (— 72), dat dus de 
KECKEN STe lS 03 ed antoestandsteekens zijn en sgeen 
bewerkingsteekens). | 

Men kan ook zeggen: 17 — 13 +63 — 72; volgens S, is dit 
17 +63 — 13 — 72, volgens S, is dit weer 80 —85 en dit 
volgens S.: 80 — 80 — 5 = —5. 


IT. + 4a° — 2a° + 90° — 64° + 30° = 
+ 40° + 90? + 3a° — 2a° — 60° = J- 164° — 80° = 80°. 


HIL. +a—2b—3e—4at-5b—2ad7e—3b is volgens 
S,:Ja—4a—2a—-2bt-5b—3b—3ecH Te en dit is volgens 
So: — 5a + 4C. 


Om de optelling van veeltermen voor te stellen, zet men ze 
tusschen haakjes en plaatst er de bewerkingsteekens tusschen, 
vervolgens past men S3 toe, waardoor de som overgaat in één 
veelterm als het 3® voorbeeld hierboven; evenals daar voegt 
men de gelijksoortige bijeen en past verder weer S, toe. 
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Vs IF IPV) OTP (ON 
(7x? J 5xy? — 4X°y) = 
xy HIXp pdx —AX pp Xp + 12° +72 + 5Xy Ax y= 
ETA Ax H- ZX 5 HAY Hp — 5 H 12 == 
8x° — Tx°y + 3xy° + 8y°. 

Evenals in de rekenkunde het onder elkaar zetten zeer bevor- 
derlijk is voor de vlugge en nauwkeurige optelling, zoo ook 
hier; de 4 voorgaande voorbeelden zien er dan als volgt uit: 





17 + 40° + a—2b—3c xy 3x + py 
— 13 — 20° — 4a + 5b + 7e xXx — 4X°y — By’ 
+ 63 —J- Ga? — 2a — 3b — 5Xxy* + 12° 
12 —6a? —5a Hác Ta Axty + 5x? 
— 5 J- 30° 8x° —7Xy + 3Xxy° + Sy. 
8a° 


De gelijksoortige termen worden met hun toestandsteekens 
(in doelmatige volgorde gerangschikt) onder elkaar geschreven 
en vervolgens kolom voor kolom opgeteld. 


_ OPGAVEN. 


_ 8 24. Zeg de antwoorden op de volgende vraagstukken uit 
het hoofd. 

eerdre Eee a pistolen Ddl Spb qe OT 
2.46 — 13 + 15; —12 +19 — 46; 100 — 200 + 375. 


A EVE en ea nord een 

4. — 4a + 5,54; + Ta +-2a—12,a; 12/54 — °°. 

Dt SDact AIP iP RO, LAROS Gn dE en ln et 

6. 30,5x° — 45x°; 17p° — 25/3 y°; 122° — 1422 + 52°. 
Vul de antwoorden in: 

71300 8. J- 190? 9. —16 2x 10. — 12? 
— 275 — 64? + 2,5x° — 11y? 
+ 392 H 250? — 42 — 10)? 
— 416 — 40a° +15 Xx’ +- 30p° 
+ 71 +- 174? — 4 Xx — Dy 


RLD nl 0 4-30 x® MAES 0 


( 


ak 


19. 


B/ 


Uit het hoofd het ontbrekende zeggen: 
4a° 36° Ac? — 2d* + 3e° of? 


LT Mee nd Reo er Tilo ul Te Of 
— 3a° —3a’ _ —3a° — 3a° — 34° — 3a? 


Taa Pe RED lin len leg enn 


— 9a* 





Herleid de volgende vormen: 

— ad 2b— 3e J- 4d —5at 5e —d; 

7a° — Tb? + 14C? — 30° + 12b° + C°; 

— Gat — 3a°b + 4a°b° — 5ab’ — 166* + at + 5a°b + 6a°b°; 
— TX —3y— 42 — 8x A 122 J 16y + 10Xx —z. 


NV ubsin 


14a — 2b 43e +... 3b J Ac = 19a Hb H7C. 
3a° 4? Ha? + 5b — 22 = 40° + 2E. 


Ip +3q + 4r Wir Aga peleia 
hiken, Pl AD Ui Oetetie 
iedee he 
Dn ene Te nm neh Bk en kl 

2p“ — 3pq + 49° ED OD Ad re ON 


9D 





Thiene hek Uk 15 î 
Pp 4pat qd Ann Latere 


3xt — 4X° + 5x? 4Ax° — xt + 6x? 
— 5X° — 6Xx° — 3X 6xt — 4x? JX 
12x° — 6x +4. J- 8Xx° + 4x? J 4, 
Fe He 
Hoeveel is: 


Mn eel a AD Ies 2806) 
nin Whe nt A ln Ais (Ok LOVE EZ) 
Aelen tik tr Ve) A nl LVV 


Vul in: [ 
Oa — 2 + 4c—5d — 7a° + 3ab — 8ac + 4ad 


nul. nul. 


\ 


20 


Al 


Za 


24. 


2D 


26. 
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Omdat de ingevulde veelterm met den gegeven veelterm 
nul tot som heeft, zijn de gegeven en de gevonden veelterm 
tegengestelde getallen. Hoe verkrijgt men dus het tegen- 
gestelde van een veelterm? De beide volgende invullingen 
zijn dus volkomen gelijk: 

+ 4a—2bH3e—d en 4a—2b + 3c —d 

—_(H4a—2bH3e—d) —4a + 2b— 3e Hd 








nul. nul. 


We hebben reeds geleerd, dat een minteeken voor de haakjes 
de beteekenis heeft: „Neem het tegengestelde van hetgeen 
tusschen de haakjes staat.” We zijn nu in staat daaraan 
gevolg te geven en vinden: Een veelterm wordt tegen- 
gesteld gemaakt door alle termen tegengesteld te nemen; 
in vraagstukken komt het hierop neer: laat —teeken en 
haakjes weg en verander alle teekens tusschen de haakjes. 


Noem de tegengestelden van de volgende vormen: 
7a — 2b; 3a? — 4ab — b°; — 7a? + 4a°b — 4ab? — b3; 
XX Hy; — TX + 3Xy — 4y° + 12Xx2 — 3yz. 
—_a—bth4c=—( ) 
Hit-dye=l  } 
J 4x —y + 62 =—( ) 
ani IE tene ). 


. Herleid de volgende vormen door de gelijksoortige termen 


onder elkaar te zetten: 

— (— 4a + 2b — 3c) + (— 2a + 36 HC) + (a — b + C). 
PF HE (3). 
2a° + ab — 3b° — (a° — 2ab + 4b°) — (— 44° + 6b° — 5ab). 
dn nae dam Amd Dal be omde en tard Kd po en 
Tel op (in rijen en kolommen opschrijven): 

Th en Pam: Opal GO 
pt 12 Dd AD 2e en etn lek 
2x —3x2 — ZH 3Xy Hy —5yz, 3 +32 — 5x + xy. 
2xz + 3yZ—1Xy — 3" + 2X°, —15X° H 32° — 10° —yz— XZ. 
8am+2 — Oa — Tam8, 40m OG DEE OO 
— 12a7+2 — Gm! — 1208, 17 anal 2d ter 


E 
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27. Herleid de volgende vormen: 
—_ AX —2y +42 — (l4X — 2 +25; 
— {3p? — Apq.H 49° + (— 2? — Spa — 4; 
In EE nm nd JI. 
28. 3 ix) (2 HZ) 
a — [46 + }3c — 3a — (a + 2b)} — 3c) — (a — 2b — C). 
3(2x — 3y + 42) — 3x Hy — 52) —T (X—y +92). 


AFTREKKING. 


S 25. De aftrekking van twee algebraïsche getallen is 
een bewerking, die ons een derde getal leert vinden, dat 
bij het eene opgeteld het andere oplevert. De volgende be- 
werkingen, in één kolom onder elkaar staande, zijn dus vol- 
maakt dezelfde: 


iet 30; HIj 5.30; | — 124.21 
(30) (FID) | 1) (HH ID = | (HF 30) —(— 5) =| (2) 12) 
+ 30 +11 —} 30 01 
BER lig ND en 11) 

af af af af 

















In de tweede rij zijn de liggende streepjes in het midden 
aftrekteekens (de derde rij geeft daarvoor de woordjes „af’”’), de 
andere zijn teekens van den negatieven toestand. 


Eigenschap. Het verschil van twee algebraïsche getallen 
verkrijgt men, door het tegengestelde van den aftrekker bij 
het aftrektal op te tellen. 


Gestelde: Halt b)=dtat(l—b)= tab, 
Ja b)Sstatlrbj=tatb. 

Bewijs. We hebben slechts te onderzoeken of het getal achter 
het gelijkteeken vermeerderd met den aftrekker het aftrektal levert. 

Nu is —a—bJb=aentatb—b=z=a (eig. S), dus is 
het in orde. 

Bij de optelling hebben we vormen behandeld als 9x — (y — 52); > 
dit is eigenlijk (9x) + | — (y — 52)$, waarvan het bewerkingsteeken 
weggelaten is; het is dus 9x en het tegengestelde van y — 5z, 
dus 9x —y + 52. 
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Beschouw nu de aftrekking 9x — (y — 52), dan is dit om te 
zetten in 9x + (—yJ52) =9x—yH5z. Dus vinden we: 
9x — (yY—5z) is als optelling 9x —y + 5z. 
| Ox (y —5z) is als aftrekking 9x —y + 52. 
9x + (y—5z) met + als toestandsteeken is 9x + y — 52. 
ee +(y—5z) is als optelling 9x + y — 52. 
Hieruit leeren we: Het doet er niet toe, of men de + en — be- 
schouwt als toestandsteekens dan wel als bewerkingsteekens. 
Voorbeelden : 
1. (Za — 2b) — (— 2b + 4e) = (Ta — 2b) + (+ 2b — 4e) = 
Ta —2b + 2b —A4c=Ta—4c, 
òf (Ta — 2b) — (—2b + 4c) = Ta — 2b + 2b — 4e =Ta—4C 


òf Ta — 2b 

26 —4c 

OP 

| 7a — 4c, 
LX? —3xy Hy? — (2X° + 5Xy — 4?) — (— 3x — 4xy + 92). 
x2—3xy th y Men kan dezen vorm ook als 
—_ 2X° —5Xy + 4y° één veelterm schrijven en dan 
+ 3x + 4Xy — Oy? op de gewone manier de gelijk- 
OPEN LA iten soortige termen bijeenvoegen. 


2x — 4Xy —4y°. 

Men kan dezen vorm ook herleiden, als men de liggende 
strepen voor de haakjes opvat volgens de 3de beteekenis ($ 20): men 
leest dan x° — 3xy + y° en het tegengestelde van 2x° + 5xy — 4y? 
en het tegengestelde van — 3x° — 4xy + 9y*, hetgeen blijkbaar 
dezelfde oplossing geeft. 

UL — [4x 3 5} 5 — 3X—(—22H4X) 215] = 

—_[—4x +35 hip 3X 224 — 2 +15] = 
—[— 4x + 3y +52 H+ 5y — 3X + 22 — AX —2y +15] = 
+ 4x — 3 — Bz Dy + IX — 22 H AX H 2 —15y = 
1lx —21y — 72. 
Of —[—4x +3 H5zHi5y — 3X—(— 22 + 4x) —2pf H-15y]= 
+ Ax —3y — Bz 15 — IX (— 2244) — 2} —15y= 
+ 4x —3y —5z—5y IX H(—22H4X) +2 —15y= 
+H4X—3y —5Z—5y H IX — 22 AX H2y — 15y = 
1x —2ly — 72. 








OPGAVEN. 
S 120 rekhat: 

ti AE GE NE 
EE EIK > — 19 WikG 
+ 5a + 74° — Ga° — 194°b 20a°b — 17ab? 
—- 2a — 3a° + 40° +- 64° 364°b _— 3ab? 

— 2XyZ + 4x°yz? 5!/,a°b 7(a + b) 

+ 1U/sxyz  — 1x yz? — 4°/,a°b — 8(a + b) 

2 dees 40e) ax + y° — 25) 


erde) er SC ank nn mk, 





Wat is het verschil van: 


5pq en — pq; m3 en m—2; 
5pq en Opg; 2m-9 en 2m +8; 
5 ARE td RT 3a +6 en 3a —5; 
— 37° en 272; 2a—9 en 2a—l1l: 
—3r? en —5r; 4a— 2 en 4a. 


Het aftrektal staat steeds vooraan. 


Schrijf zonder haakjes: 
—(a— b); —(— 2a —5b + 7C); — (a* — 3a°b — 5ab* + b°); 
+ (a — 2b + 3c); — (at — bi + 7e" — 3d° — 4e). 


Vul in: 

dte de teha Oe 
On Ont rial e) Oeren Ca Vire) 
Te Ul ndr) in en DE Arre bt Ak dir 


a—bde—d=a—bt( ) 
a—bthed=ate( ) 
abe d=a-dt( ) 
a—bted=—bt( ) 
a—bted=dhel ) 
a—bhed=dt( ) 
a—bte—d=—( ) 


14. 


er 


18. 
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Eveneens: 
—$— 4a + (2a — 2b) — 3e}; 
8a* — $5a — (24° — 4) — 6}; 
— (— 5a* + 2a) — [13a — 5 — }4a? — (2a —3)!]. 
— i—(2a +36) + (2a —C) 1; 
— [— f(a +26) + (3e — d)t + 3d]; 
— [Ja —:2b — (3a — 26) — 8a! + 4b]. 
— [— :64° + [— 3a — (5a“ —a)| + (2a —5) —8a° +a° — a]: 
6m + [Am — }On — (4m + n) — 16n} B 
Maak de volgende aftrekkingen: 
4Aa—2bH-3ce— d4-5e —8a— 2 + RENE ee 


—2a—-2b—3e—2dH2e HBA HBI BH 8 HB? 





n° - 3m?t + 3m2—® ins ar! J- Zar” Ai 2ar-? nd art 


m° d-5m°*— 3m sd AP J-40P-2 H40P 3 + art 








Bereken de volgende veeltermen, als men weet, dat P, Q, 
R en S getallen zijn, die met 4 afdalen ; voor Q zet men 
dus P —4, voor R..., voor SS... 

P+ Qt R—- 3S= 

P— Q—4 R—- S= 

2P —3Q —5R + 68 == 

5P + 2Q + 3R — 108 = 


Bereken dezelfde veeltermen, als de getallen met v opklimmen. 
Vul de aftrektallen in: 


ee ei ©, en een Uren sereen Ma EN Te en Ee 

















— 4p + 5q —3r — 5u + 3b— C Ac — 3d 
Datsun — a— bH8c ad b—4c H- 3d. 

Vul de aftrekkers in: 

+7 +- 12 +- 134 J- 145? — 4? — 3X 

EI EN La TdS ij 


Herleid nog de volgende vormen: 
adbtla—btSadb—(a—b)i|; 
Ken Dt an ti 
— [a —2b — $3a — (b —c) —5el|; 
— (3ab—46°)— (24° —3ab 465%) — [5b°—S3ab —(Ta—b")]. 
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19. In dit nummer vervangt de band nog een stel haken. 
3x — [Ty — Î2Xx— (62 — Az — 3 —) + Ax — (X— By + 2)I); 
a — [4b +4 }3c — 3a— (Za + b)—(Ta—b)\—HNb—a—e) Hac). 


VERMENIGVULDIGING. 


S 27. In de 88 12 en 13 hebben we ons beziggehouden met 
de vermenigvuldiging van eentermen onderling en met die van 
eentermen en veeltermen met elkaar; daarbij waren beide factoren 
steeds rekenkundige getallen; daar positieve getallen niet anders 
dan rekenkundige getallen zijn (de naam positief is alleen uit 
den drang der tegenstelling ontstaan, toen we gingen spreken 
van negatief) mogen we dus zeggen, dat de vermenigvuldiging 
van positieve getallen met elkaar behandeld is. 

Bij de vermenigvuldiging van twee algebraïsche getallen worden 
de factoren elk met hun eigen teeken tusschen haakjes geschreven 
en gewoon naast elkaar gezet of zonder haakjes verbonden door 
het bewerkingsteeken X of ze worden onder elkaar geschreven 
met een X voor de streep onder den vermenigvuldiger, aldus 

+ 13 
Gr TAS +5 XtI3= nie 


VERMENIGVULDIGING MET EEN POSITIEF GETAL. 


+5 X +13 is hetzelfde als 5 X 13 =65 of + 65. 
5 X —13 is hetzelfde als 5 X — 13 = 
— 13 — 13 — 13 — 13 — 13 =—(5X13)=—65. 


VERMENIGVULDIGING MET EEN NEGATIEF GETAL. 


Voor we de verklaring geven, willen we een bekende eigen- 
schap nl. Ps: (a + b)p = ap + bp en (a—b)p=ap—bp nog 
eens aan een nader onderzoek onderwerpen. 

We nemen 11 X 5 == (8 +3) X 5 en beschouwen 5 als een 
collectieve eenheid; dus zijn de 11 verzamelende eenheden te ver- 
deelen in 8 zulke en nog 3 (grondeigenschap). Om de voorstelling 
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te hulp te komen, denke men zich 11 dobbelsteenen met de 5 
naar boven; men heeft dan 


tr EE A RENE 


dus is 11 DOED D= GE KMO ETA 
Ook nemen we 3 X 5 =(7—4)5; dit is aldus voor te stellen 


© id ® @ Id Id WA Ke / Dn 
Ad @ @ 5 
© © © eo ee Ad e e eat 
zoodat 3 Xx 5=(1—4) X5=7X5—4 X5en in het algemeen 
IX Spes 
Hoe kunnen we ons nu voorstellen, dat — 4 X 5 ontstaan 
is? Daar — 4 altijd beteekent 4 te kort, is — 4 X 5 ontstaan 


b.v. uit (3—7) X 5, waarbij we in overeenstemming met het 
vorige van de 3 X 5 er wenschen te schrappen, (af te nemen, 


uit te vegen) 7 X 5, aldus PA 1/6 ‚ jb ia 14 2 ‚ 


zoodat er een te kort is van 4 X 5, dus — (4 X 5) = — 20. 
Deze uitkomst komt alzoo neer op: 
vermenigvuldigen met een negatief getal beteekent ver- 
menigvuldigen met de volstrekte waarde en de uitkomst 
tegengesteld nemen; 


aldus is —4 X —5==— (4 X —5) = — (— 20) = + 20. 
We krijgen zoo de volgende vier gevallen: 

+aXtb=tab, —a Xb tab, 

Ja X —-b= ab, —aX Fb=—-ab, 


waaruit we den regel afleiden: 


Het product van twee factoren met hetzelfde teeken is 
positief; hebben de factoren tegengestelde teekens, dan is 
het product negatief. 


De vermenigvuldiging van eentermen bestaat dus van nu af 
uit de bepaling van het teeken en de bepaling van de volstrekte 
waarde. 
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Voorbeelden: 8 Se eren 
EE 
+ WP (Pp —q) X (pg) =p gp 0) 
— Bac X + 3be = — 15abc” 
— Gabe X — P/yd = + 6abed. 


og 
d 


OPGAVEN. 


5 oe ile Sede er de dp 
ET NTO eG TA dn 20. 
3. —41 X —3; — 20? X —3a; —a X —Tb; —12a X —6p". 
4. — 3a°b X + Gab; — Aal? X + 164°b?; — 4p?q X + Sp*q°. 


3 — 9 3 
Lb ids”, DW 1 ern Ms 1 = 1 eten ze EEN 
J: Alo X Alo; Alg X Tea Sr 26 ’ 6'/, X 10 
6. — (a —b)° X — (a —b)}; —T(p—gq) X —4pg; 
— 12(a — Cc) X —®/(a — C)°. 
1 J- 2ab + 80°? — 7pq — 14p(q + r) 
+ 4ab — 4ab +- 3p°q° — 2p(q + 7)? 
ze X XX 
8. + 6p?q° J- 12xyz — 4x? — 4p’q° 
_s Apq nn Ax sz + 12/,xy el DOE 
X———— XX Xr 
Q, + q” en Qqn—s iden gens LEN gint 
Es q wet qe J qm+7 — gen+t 
De XX X oe sE 
10. J anbrgn 7 abn? 2 En Ogimnlpimlein® 
in anbercen el genbr+2 lj 3a” br+3 c+5 
GE BE X 
nr EN Oe, 
ì 2b Daer 45cd 
jp, 800, 2d? APP Gab. dab, _ 12p4 
cd OAD SEO DE 16gr 
13. (— 4abc)”; Ka (lass. (H- 327%)? 
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14. Vul in: 
X — 4ab=— 124°b°; .……. X 9Xxyz = — ZX yz; 
KAG 17 PE NED Ee rk OK 
15. — 8ab X ...=7abt; — 4p?qr° X .….=— 25p'qr. 
4 aPbicr X == arb; Dirt KAI", 


16. EN (3 X +5). (4 X —D); 
(—a X —b) +(—a X +25) + (Ha Xx + b). 
17. (—8 X —4)=(H5 X —T)—-(—3 X +7); 
(4 5a? X H- 4b°) — (— 4ab X — 4ab) + (— 40°b°). 
18. 12—T— 4) + 3(— (HF 4) Fr 42(— IH 2) — AF 2 7) 


19. Hoe kan men een product van twee factoren tegengesteld 
maken ? 


En 


S 29. De vermenigvuldiging van een veelterm met een eenterm 
en omgekeerd is niet anders dan een herhaling van het vorige; 
daarbij schrijft men den veelterm tusschen haakjes en zet er den 
eenterm voor of achter of men plaatst op de bekende wijze den 
_ vermenigvuldiger onder het vermenigvuldigtal. 

De bewerking wordt verklaard volgens P,: p(a + b) = pa + pb 
en Ps: (a + b)p = ap + bp, want elken veelterm hebben we leeren 
opvatten als een som van positieve en negatieve termen; we 
moeten nu natuurlijk nog bewijzen, dat P, ook geldt als de 
termen algebraïsche getallen zijn in plaats van rekenkundige. 

Gestelde : (—pl—atb—ce)=l—p}(— a) H(—P)(H0)H(—p)(—C). 

Bewijs. Vermenigvuldigen met — p beteekent vermenigvuldigen 
met p en de uitkomst tegengesteld nemen; we berekenen dus eerst 


pl—atb—-e)=—atb—e 


—atb—cC 
—atb—c 
enz. 


ad 





Pl— 4) + p(+ 5) + pl— €). 
Een veelterm wordt tegengesteld genomen door elken term 


tegengesteld te nemen; dit doet men, door van elk der producten 
een der factoren tegengesteld te nemen; we krijgen dus 
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Pp) 4) HP DHCP) 0) =(H pa) + (pb) + (HPC) 
of weer bij verkorting + pa — pb + pc. 
De berekening komt aldus te staan: 


—a + bc 





nn Lr aî del ein 
len Clit DA PO PG DEET E IEE 


De vermenigvuldiging van een eenterm met een veelterm volgt 
eveneens uit het bovenstaande, daar men ook bij algebraïsche 
getallen de factoren van een product mag verwisselen; men krijgt 
nl. bij verwisseling hetzelfde teeken en ook dezelfde volstrekte 
waarde. 


OPGAVEN. 

S 30. 1. p(p 29); 2p(p — 39); — 3p(2p* — pg). 
Zo Ane k tr dn xyz(x — 3). 
Si 20(3PS — Ag); —4p(l—p); _—8p(p — Pp”). 
4. 2h°(h —h*); 3q(41qg — 2);  — 5hgq(l — hq). 
5. a(a—3b); — 4ab(a® — 46); — 5°b(b’ +1). 
6. 7T(x—2y + 52); — Bla — 2b + !/,c). 
7. —0,—a + 2b — 10c); + 8(2a° — 36° + !/,c*). 
8. a(a + 3b + 2); — 5ab(a® — 2ab + !/,b°). 


VE DE ee Le id 
10. — 6x%!/,x° — 3xz + 22°); Ip qr p* — 5pgr + q* —!/gr°). 
Oe SLAP Aorta 2e len Kier KEA); 
VOREN Aen de — 0P(— AP + aPTT H- 0P-). 
13. ar — aPn-* — qPn+*); — 3aP(aP + Zar — 4afP). 
14. (Ta? + 216° — 14c°) X “abc; (— ab + 3ac — 2bc) (— 8abc). 
15. (— 44° + 9ab — 115c) (— U/ga°be); (at JaFmrE) (— 01). 


16. (-Tabe” } Jade —5ab0) e) (2ar + 3ar+t— aar — zl 








ef, — 4a + 2b — 4C Pp +pqg—q +gqr—r? 
— abc zis) 10, 
ne pT ET. 
18. 8a°b — °/ab® Er Aabc? — QP — 20P* + 3aPTt 
8abc — qP+? 





KX 
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19. Jar — Zan B Gans _ — 19at — 120° — 1608 
ee Ns ln 

KE Ke 
20.3 V) OAT 4) 5 AE hd) he 
21e Pp SDE Ap (poes CAD atol 
22. 7a(a° — ab + b?) + 3ab(a® — b°) — 4b(a° + ab — 76°). 
23. Ta}2a(a—b) — b(3a — b)t; — 3atala — 4b) + 2al3a—b)}. 
24. — 4Aab[f2a(a—2b) —2b(3a—b)}— 2 ala—b)—3b(4aH-5b);]. 
25. abla(a — 3b) — ab(a — b)} — b°tala® — b°) + b(3a — b){. 


S 31. De vermenigvuldiging van eentermen met veeltermen 
en omgekeerd brengt ons heel gemakkelijk op de vermenigvuldi- 
ging van veeltermen met elkaar b.v. (a + 2b — 3c) (2a — b + 5c); 
volgens Pz moet het vermenigvuldigtal vermenigvuldigd worden 
met a, met +25 en met — 3c en moeten de uitkomsten opgeteld 
worden; de drieterm 2a—b+5c wordt met elk dier termen 
vermenigvuldigd door achtereenvolgens 2a, — ben + 5c er meete 
vermenigvuldigen. Evenals bij het rekenen plaatst men nu altijd 
de beide factoren onder elkaar. 











2a— b +5c 
ad-2b —3c 
(I) 24° — ab + 5ac 
(II) + 4ab — 2b° + 105c 
(III) — 6ac J- 3be — 15c° 


2a° + 3ab — ac — 2b° + 13bc — 152 
(1) is + a(2a—b+5c); (lW) is + 2b(2a —b + 5e) en (III) is 
— 3c(2a — b + 5C). 


Teneinde de optelling van de gedeeltelijke producten zoo een- 
voudig mogelijk uit te voeren, plaatst men de gelijksoortige termen 
in kolommen onder elkaar; zijn beide factoren alphabetisch 
gerangschikt, dan komt in het algemeen het product ook aldus 
gerangschikt te voorschijn; bevatten, zooals in het volgende 
voorbeeld, de factoren slechts machten van eenzelfde letter en zijn ze 
beide volgens opklimmende (of beide volgens afdalende) machten 
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rangschikt, dan is het product ín het algemeen op dezelfde wijze 
gerangschikt als de factoren: 

3x — 2x + 5X + 6 
—_ 2x — 4x + 3 


— 6x + 4x° — 10xt — 12x?° 
J 3x — 2x Hd 5x JH 6x 
— 12x* + 8x° — 20x° — 24x 
J- 9x — 6x + 15x + 18 


— 6x + 7x — 24xt + 10X° — 20x° — Ox + 18. 

Het product is steeds volgens de afdalende machten geordend, 
als er geen termen ontbreken; ook als men open plaatsen laat 
voor de ontbrekende termen ‚b.v. 

XP xx —5 
x + xt — 2x —4 


ben — Xx! J 2x — 5x? 





J- x° — Xe + 2x’ — 5x* 
— 2x? J- 2x° — 4xt + 10x° 
— 4x? + 4x° — 8x + 20 


xio dx — 2x — xd XP — 5X — Ixt + 10x8 + 4x? — 8x 4 20 

















OPGAVEN. 

S 2 1 Ta — 2b Ta +b 3a — 2b 
1la + 3b —a—b 4a + 9b 

X pn : Dhn: 
2 md 2n 2m n — mn 
3m — n 5m +- 3n 3m — n 
X : DE X 5 
B: Ax — y — YX — 2y 3x — Y 
3x — 5y Xx + 5y y—4x 
NEN sn ee rn plet tee ai 
4. 17a — Ì/,b 2/a— b 4l/,a— b 
2at Db Sa + !/,b 3a + 5b 
min Era: X X —. 


P. Wijpenes en Dr. D. pe LANGe, Algebra |, 8e druk. 4 


11. 


TE 


18 
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2a—b + 9% 4at- b—5c 
a—b+4c a + 4b + C 
A jo Xn 
Ac—dh e 5C—d—e 
2e + d — Je 5e d-d+e 
X en ES KE 
Spe p—2g—4r 
Op 20E 3p — 6q + 8r 
Ki De NE 
2 Xl 2x° — TX +1 
2x — 4x —5 3x° 8x —9 
hed XK 
— XX —TXH8 Tx — 4x +8 
8x° — 4x +9 xd Xx 2 
X ra X 











AxS— Xl 
8x° — 2X° — IX + 2 





X 
TX* — X— XX HEX —4 
Oxt — 8x? — 8X° — Zx — 9 

arne one | 
Pp +-pqg + q° KS a° + Tab — 3b? 
3p? — pq + 5g 9a° — 2ab + 76° 

















pr nn en zi GE er 

B Xx 16. pd PQ + pa + 7 
bmi + 5X Wp —pq — q° 

X — Kn 
a® + a°b + afb? + a°b° + a°b* +4 ab? + bê 
a—b 

XK 
Xx 2XOy JAxOp-— BxIS H16x pt — 32 pH 64XL—128p" 
x-2y 


pd NE EED ed 





20. 


Ai 


29. 


24. 


2. 
26. 
Ek 
28. 
29. 
30. 


31 


OE 
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5aP J- 4b? XS — Ty! 
ar == be XS — 6p' 
X res DN tn 
xm xn À XP — XP + 1 
Xx — | xP + 1 
PE) EEE 
Xxom — ZA H- 20°” 22. an am? gmt 
xn EE 3a qn — QA +2 qr tt 
NE en en erom re 


aP + 3aP-! — 4aP-* + 5aP? 

aP+l_—_ qe+3 ie Qr+6 
X 

abd? 

at + be — cd? 
Xx een MRE de 
(atb Hc) (a tbe} —(a—b—e)(a—bC). 
(atb + c)(a + b —c) — (2a —b + ec) (a + b — 3C). 
(5X2— Xx — 6(3X° — 2 —T) —(— Xx ID (Nx? HX +4). 
(a? + 44° — 92a — 3a* + 26a° + 55) (a° — Ja + 11). 
Cha? — F/gax + 125) (12a° + P/gax — '/,X). 
Wat weet ge van den graad van het product van twee een- 
termen? Van den graad van het product van een eenterm 
met een veelterm? Idem van twee veeltermen? Zoek de 
voorbeelden op blz. 47, 48 en 50. 
Wat weet ge van het product van twee homogene veel- 
termen? Van een homogene met een niet-homogene? Zoek 
de voorbeelden op blz. 50. 
Bij de vermenigvuldiging van twee veeltermen heeft men 
het volgende schema: 


A B C 
ne 


Hierin beteekenen de hoofdletters eentermen met hun 
teekens. Het product wordt dus gevormd door alle mogelijke 
verbindingen van de termen: van vermenigvuldiger en ver- 
menigvuldigtal. Dit geeft ons een middel om van enkele 
vermenigvuldigingen in eens het antwoord op te schrijven. 


DÀ 


Nemen we XA HOH 5 
— Xx 8x — Xx— 12, dan krijgen we 





DS : 
XP HX HAB) HX 6321) HX (—5 4484 —12) 
J x2(H 40 — 6 + 48) + x(— 5 — 72) — 60. 
Schrijf nu op dezelfde manier het antwoord op vande 
volgende vermenigvuldigingen: 








a“ — 3a +6 a“ — ab} b x—4x—O 
a J-5a—9 a“ + 3ab — b° 3x° + 2x +2 
KX IN 
XS — KY + Xy° — Jy? a — A dd — al 
—X + 2Xy — xy + 2y° — a* + 24° + 202 —3a —5 
De X Ô 





33. Het bovenstaande stelt ons tevens in staat een bepaalden 
term van een product te berekenen, zonder de vermenig- 
vuldiging geheel uit te voeren. 

Bepaal den coëfficiënt van p? in de volgende producten: 
Dt Spe pi D Dn en ne an an 
Ope Pie et AD heen ee 
mm EX 





X 


GEDURIGE PRODUCTEN. 


S 33. In de 88 12 en 13 hebben we reeds gedurige producten 
behandeld, maar de getallen waren natuurlijk nog rekenkundige 
getallen; als men nu het gedurig product van eenige algebraïsche 
getallen moet berekenen, dan is de eenige moeilijkheid de 
bepaling van het teeken; heeft men b.v: 

H 6) — 3/4) GH 9) 1/0) 4d) (+ 80), 

dan is het product van de beide links staande factoren — 4!/,a; 
gaat men zoo voort, dan komen achtereenvolgens de getallen 
— 40!/,ab, + 60°/,abc, — 243abed en — 1944abcde. Bij de bere- 
kening blijkt, dat het teeken zich telkens wijzigt, als er weer een 
negatieve factor bijkomt; een even aantal negatieve factoren geeft 
alzoo een positief antwoord en een oneven aantal een negatief 
antwoord; bij de berekening van een gedurig product kan men 
nu eerst het teeken bepalen en dan de volstrekte waarde. 
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Eigenschap. De volstrekte waarde van een gedurig product 
is gelijk aan het gedurig product der volstrekte waarden der 
factoren; het product is positief of negatief, al naar gelang 
er een even of een oneven aantal factoren negatief zijn. 

We passen het bovenstaande toe op machten; dit ZD niet 
anders dan bijzondere gedurige producten: 

(— 34)? =(—3a) (— 34)(— 34) (— 3a) (— 3a) =— (Ja)  =— 2430° 
(— 2b)P=(—2b) (—2b) (—2b) (—2b(—2b)(—2b)=H(2b)P—=H64b8 

We leeren uit deze en gelijksoortige voorbeelden, dat een 
even macht van een negatief getal positief, maar een oneven 
macht negatief is. 


OPGAVEN. 


$ 34. 1. (2) (—3/) (7) (8); 12) (H-2!/) (—4) H8). 
(—4a) —'/,a) (+-!/44) 36) (—26) (Hb) (He) (30) (+H°/5C). 
NE 20 ERE RCS hl b) 
Oe ETI nd ISLE & 26). 
diner Ker ka Or em TIA Ge TE 

L— aje (— rani qen+s xX (— GI. 

(— a)'P (— be: qen+ö X (— a) ES 

5aPbac” X (— ay? (— bb (+ CP”. 


DID 


9. — 14a* — (— 2q)* + 9 (— 24)’. 
10. — 32a*b* — 4b° (— at (— b)° + 84°b° (— ab). 
Le nb AD ek ela Es 
en a emt ir Dn 2505) 


13. (a—b)}; (a —b)°; (a — b)*. 

14. (X—2y}?: (Xx —2p); (Xx—2y). 

15. (3p—2q);. (3p— 29); (Bp 24); 

16. (a— 1); (26 —3)*; (Jp + g)*. 

17. Gp — 9) Gp + 9) (Op — 9). 

18. (ab + cd) (ab — cd) (a°b° — c°d°). 

ARN arl td) OI (A AV). 

20. (x—1) (Xx — 2) (Xx —3) — (Xx —4) (x—5) (Xx +1). 
21. (a—b)(b —c) (ec —a) — (a+ b)(b Hc) (ec + a). 
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® 


Zijn er in een gedurig product 2n negatieve factoren, dan is 
het positief, zijn er 2n + 1, dan is het negatief; daaruit volgt, 
dat het teeken niet verandert, als men een even aantal factoren 
tegengesteld neemt, b.v: 

(— a) (+6) (—c) (—d) (+) =(+ a) (Hb) (+ 0) (— d) (+) 

(a — b) (b — af = (a —b)* (a — be =(a — b)!. 

(a — by (d—e} (b— a} (ce — df S (a — B} (ec — d)* (a — b}? (e— df — 
(a — b)' (c —d}’. 

Wil men een oneven aantal factoren tegengesteld nemen, 
dan dient men het product nog tegengesteld te nemen: 
(a — bb} (b— a} =— (b — a) (b — a) =— (b— a) of 
(a — b)° X — (a — B =— (a — b). 

Als A een willekeurigen vorm voorstelt, dan heeft men dus: 

Lag A A) 
IL _ A2mtl=_(— Ajantt 
II. — A@r+l=(— Ajâr+l 


22. Xx-l=l YW —la-bP ==  } 
(Did 2x-yz=l YH 
23. Herleid tot machten van een zelfde getal: 
(ab) (b — )°; (a + 3b) (— a — 3b)’. 


(7 — 2x)}° (2x — 7); (Aa — b°P (b° — 40)’. 
24. Herleid tot de eenvoudigste gedaante; 
(a tl A eije: 
(p—g) (2p + 9) (aq —p) (—2p—q)”: 
Tx 1 (1 + xx). 
25. (2x —y)P + (py — 2x)°; 
(a LO enn 
(a — 2b)* — (25 — a)*. 


EENVOUDIGSTE ONTBINDINGEN IN FACTOREN. 


S 35. De uitwerking van pla + b) gaf ons producten, waarbij 
factoren, die eerst vóór de haakjes stonden, nu voorkomen als 
factoren van ieder der termen; de omgekeerde bewerking: uit 
een product van de gedaante pa + pb de factoren terug te vinden, 


ei) 


noemt men ontbinden van pa + pb of ook wel, factoren voor de 
haakjes brengen. Men is gewoon den gemeenschappelijken factor 
van den hoogst mogelijken graad te nemen b.v: p* — 3p* = 
p(p° — 3p°) = p(p° — 3p) =p°(p —3). De laatste ontbinding is 
dan de ontbinding. 


OPGAVEN. 

Ontbind in factoren: 
1. 2a° + 5a; 7b° — 3b; 3!/,c° — 7C; adt 3d? 
2. Ah —3h; 2k° — ak?; b —cl*; xm* + xm”, 
3. — 20° — 24°b?; — 4a° — 4abe°; 8a° — ab; PA 
4. 3at6b 4-9; Ta + 14ab — 21ac. 
5. 4x°—4x* —8x; 17p° — 5lyt — 34y?. 
6. abc? — 3a°be? — 4abe* + atb?e — 18a*bet. 
TiN Krin qe q°r+? En 4Q°P+3; qP+s — qe+1, 
8. atb! — a?*b; — Xi J x*P; + Tat” — 21afrtt, 
9, 


Gar — 4l/,ar—t + 131/,aP-S; 7ar+tbi+® — 8atb?, 
De producten van veeltermen onderling kunnen we in het 
algemeen niet ontbinden: waar gelijksoortige termen van de 
gedeeltelijke producten zijn samengevoegd tot ééntermen, zullen 
we de ontbinding moeilijk of in het geheel niet kunnen verrichten; 
alleen die producten, waarvan alle termen afzonderlijk bleven 
staan, zullen we ontbinden; feitelijk is de ontbinding dan slechts 
een herhaling van de voorbeelden ín bovenstaande opgaven; de 
factoren, die in elk tweetal of elk drietal termen optreden, wijzen 
vanzelf den weg, b.v: 
2ac — 8ad + be — 4bd=2ale — Ad) + ble — 4d) =(2a +-b)(e — 4d). 
eeen dat een ge dS) (pl) (GUI) 
ap — 2aq + ar — pb + 2bq — br = 
alp— 2q +1) —blp— 2 Hr) =(ab)(p—2q +7). 


OPGAVEN. 
Ontbind uit het hoofd: 


1. alat c) + bla 4-c); ala — CC) + bla —c). 
2. ala dc) — bla + Cc); a(a —C) — bla —c). 


rh Are 


zis 
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a(x +2) + 2x +2); x(a — 1) — a — 1). 
Aalx + y) — bx + y); ax — 2) + 3c(x — 2). 
alb Fe) + (b +0). x(a 1) —(a +1. 
Neem de termen twee aan twee en ontbind: 

ac + bc + ad + bd; ac + 2ad — be — 2bd. 


Sce + 2cf + 12de + 3df; Agk —5g—4k +5. 
32mn + 24m — 2On—15; 4Apr— 8ps + 9gr — 18gs. 
x°p — 2x° + 3y° — 6; xzt + 2x* + yizt + 2yt, 
ap — bp + cp + aq — bq + cq. 


. 15ax— 3ay + 10bx — 2by — 20cx + 4cy. 


acp + 2apd + beq + 2bdg. 

2a°b°p° — 3a°b°q" + 2c°dp* — 3c°d°g°. 

am° + an° + bm* + br”. 

ac? + ad* — be — bd°. 

DX — 5y- — AX + ay°. 

2ax® + 3axy — 2bxy — 3by°. 

arc? + ard? + bie? + bed! 

aP+! — ab? + acP + 2aPb — 2b°P+1 + 2bCP. 


‚ apt” + arb? — aPbs — bits, 

QE Y — q*YH2 En QE+Y — q2Y+2, 

(ab) (ed) — (e+ b)(a+d). 

. a +(a—b)e—b. 

. ax —by* + (a—b)xy. 

(ac + bd)? + (ad — be)’. 

‚ Rangschik naar de afdalende machten van x: 


a) Xx ax ta xd Har Ta. 
Opl.: Xx? + x° Hax +ax ha xta—-7= 
ze + (ahl) + za + a) Ha —7. 

Evenzoo: BE Se: | 

b) Xx Hax Haxta—x txh2. 

c) XPH bx—b—2H bx + IX. 

d) xt + 3X° — Zax + Xx° + TX — 3x + 12. 

Rangschik 1) naar afdalende machten van x. 
2 pe Ë bd 
Gh ek iN 7 05 


xe H- a° + a°X° + abx + ba + 3bx + 5. 


Di 


RORE LEN SCH. 


S 36. Twee factoren F, en F, leveren door vermenigvuldiging 
het product P; de omgekeerde bewerking is: uit het product en 
een der factoren den anderen factor te berekenen: dus ligt de 
definitiemvansdeêlentopgesloten” in Ines P of: Fior =P, 
n.l.: Deelen is het zoeken van den anderen factor, als gegeven 
zijn het product en een der factoren. 

De verschillende gevallen van de deeling loopen parallel met 
die van de vermenigvuldiging, zoodat het eerste geval de deeling 
van twee eentermen behandelen zal; de eenige moeilijkheid is. 
hier de bepaling van het teeken; daarbij zal 8 27 ons echter 
den weg wijzen. 

Vooraf zij nog opgemerkt, dat de Seu Is volmaakt dezelfde 
is als in de rekenkunde. 


Uit (Ha) (+b)=Habvolgt ATi ke nj at es 
„ Ort) Esndt » Tete s Eea de 
„Cola „ Gtt je 

at LON sE O Met OON ti UD 
’ te » erg mei a „ dh: TTA 6 


We leeren hieruit: 


Het quotiënt van twee algebraïsche getallen is het quotiënt 
der volstrekte waarden, voorzien van een positief teeken, 
als deeltal en deeler dezelfde en van een negatief teeken, 
als ze tegengestelde teekens hebben. 

zl Ul RN 


Voorbeeld : TH 8abe — mn nrs me nn DD 


+} 16aPbic” : — 5l/gar be? —= — Za bier S 
ek 205abcr+? es Gabe?” —= Bea Dir. 
De deeling van een veelterm door een eenterm is weer niets 
anders dan een herhaling van het bovenstaande; we hebben nl,: 
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Een som wordt door een getal gedeeld door elk der termen 
door dat getal te deelen en de komende quotiënten op te tellen. 
mek oe Nard 

mn 3e ST 


Bewijs: Es le me want als men den 


drieterm met — x vermenigvuldigt, (dat moet volgens P, bl. 16 ge- 
daan worden), dan komt er uit (— a) (+ b) + (— Cc) =—ab-—=c, 
zijnde het deeltal; dus is de drieterm het quotiënt. 


— 180? + 120% — 16a°b° 














Voorbeeld ; 
— 20° 
— 18° 124°b  — 164*b? 
Cr Dak en EYE == En 9 — 6ab d- 8a2b°. 
Het quotiënt van een eenterm door een veelterm Tr kan 


niet anders voorgesteld worden; een tweede weg, om dit antwoord 
te berekenen, anders dan door optelling van x en y en het deelen 
van die som op p, is er niet. 


OPGAVEN. 


S 37. 1. + 4a°b: +26; 12a°b?:—3a°b; — 4atb*: + 2q°. 











2. —25k*: + 6!/k; a’x*: J4ax; — 20°? : — afk? 
Aer 41la?b2e?. 2de en 
En — df (a)(6C)P 
AME D A (DEROO — 12(abc)'® : — 9a°b*c*. 
CPN, PEP, 2) 
— abc? ids en Cm 
(2a + 4b +4 52c): 2; (124? — 186° + 27c°) : (— 3). 


7. (Oa? + 270°b° — 1840°b°C°): (— 94°); (4a* — 5bt — 7e): (— 10). 
(l/pr Spb HEP) 
(2/op°q — 4p°q° — 5pq°) : Éh0p9). 
50 Ooit 5d edad) 
(— 4)° ) — 3a° 
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10. (144? — 3!/,at + 52!/,4°) : (— 74°); (a + a” — Tat): (— 2a*). 
11. (Sm°n° —5mn? + 45m*n*) : (15m°n); 

Chpg lp geep 0). 

( 








12. (—18xty-—12x°pSH25Xx0 9) : (6x); H(A) —(X—y)P 8: (X—y) 

13 ben heen. -L 3xe-2 Qen — 22m? L q+8 

14 GE mt a nv RAe Ei kl el 
ds — QP Pb Xi Á 


Bij de volgende vraagstukken gebruik maken van het geleerde 
boven no. 22 blz. 54. 


15. (x—yt(y— xls (2x + 3): — U— 2x — 3). 
RA Olen O0) (Oest) 

DD EO (DE 

17. (a —b)(b — c)“(c — a): (b — q)(c — b)(a —c). 


(rm ME ERMEE EA Aiden WE 
VE EE A EEE 











S 38. Bij het vermenigvuldigen van veeltermen is er met 
nadruk op gewezen, dat men steeds de factoren moet rang- 
schikken; dan zal het product van de beide eerste termen van 
vermenigvuldigtal en vermenigvuldiger tevens de eerste term zijn 
van de uitkomst; omgekeerd zal nu bij het deelen het quotiënt 
van de eerste termen van deeltal en deeler den eersten term 
geven van de uitkomst; het product van dit getal met den deeler 
kan alvast van het deeltal worden afgetrokken; aldus 


a — 2ab — 36° / a° — 3a°b + a*b-—4a°b—abt F1 lab’ + 36° 
CE aë —2a°b — 3atb? \ 
—a°b + 4atb?—4a°b°—a°b +1 lab +3b°. 
Maar nu geldt van de deeling van deeler op rest hetzelfde als 
hierboven van deeler op deeltal, zoodat de volgende term van het 





quotiënt moet zijn — a == 0°b; deze wordt naast a° geschreven. 


Bij voorkeur schrijven we het quotiënt onder den deeler, omdat 
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de vermenigvuldiging dan het gemakkelijkst gaat. De geheele 
bewerking wordt nu als volgt: 


he dee De 


A ed 
mh a) 
. 


a°—2ab—3b? a°—3a bh afb°—4a°b— AT 1 Ee 
a*—a°bH2a°b°— Jab —b! | | | | 


a°—2a°b—3atb? 
— PbH4atb?—40°0? 
— a°b2a*b°+3a°b? 
2a*b-—1a®b*— a°b* 
2a*b-—4a°b°—6a°b* | 
 —30b3H5aPbtd-llab?  : 
te rSa bod Uem a0n 
bt 2ab? + 36° 
—ab*+ 2ab° 4 3bê 
0. 


OPGAVEN. 


8 39. 1. (a2— Ta 4-12):(a —4); (b2 + 48b + 560) : (b + 20). 


(6e? — 2e —20):(2e —4); (— 2d? — Od + 56) : (d +3). 
(Ge* — 7e* — 20): (3e? +4); (— 2? — If — 10) : (— f — 2!/,). 
On tl) aldoende 


(2h* HF hB— 1512 + 11h — 35): (Qh +7). 


( 
(TB H- OOk* — 14K3 — 14K? — 2Ok — 91): (k 4 13). 

(3a* — 3a°b + 180°b° — 13ab + 216%) : (a? — ab + 3b°). 

(10a* — 114°b + 5a°b? + 3ab® — 26%) : (2a — b). 

(x* — ax? — 6a°x® — Ta®x + 49af) : (X° + 4ax + 70°). 
(2x° — xt — 11x° + 19x° — 27x + 18): (X° + Xx — 6). 

(6a* — 174°b + 17a°b* — 6ab? + 6b') : (3a? — 4ab — 26°). 

(xe — 2x° Hx* — AX + 12X — 9): (XP — X° + 2x — 3). 

(Xb — 2x° 4-1): (X*— 2x +1). 

(1 X—3X Xx): (1 J 2x + xÌ). 

(af — 646) : (a — 25). 

(343a° — 1/6?) : (Ta® — 1/,b). 

(a? — 2atb + b%) : (a* — be). 

(an+3 — 2q'+2 + 3ar+t — 3q” el ve bs jen 2a”-?) : (a? Bn] re I). 


\ 


19. 


20. 


Zj 
LÂ. 
Jo) 
24. 
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(2p* +4 pk 2 2pkt — Bp pk 3 Zop 14 Food Js 

AO A an nde 

OTP ol ne a + 9x+1y b44 ___ 10x ayb+d Red ad he 
xy? — Xp + 3Xy 


Bij vermenigvuldiging en deeling beide is gebleken, hoe 
noodzakelijk het is de beide veeltermen, waarmee de bewer- 
‘king wordt uitgevoerd, te rangschikken naar de afdalende 
(opklimmende) machten van eenzelfde letter; dit is vooral 
een eisch, als een of meer coëfficiënten bij rangschikking 
blijken veeltermen te zijn. 


Voorbeeld van een vermenigvuldiging. 


(x° + ax + bx + ab) (x° — ax + bx — ab) RE HoRD 
2 voor de opvol- 
» 1 8 3 jh 4 u 6 gende machten 
PETE DAN de van Xx steeds 
el rale pto l) het +teeken. 





Fra Hb) + (a Hb) F2 (a bhab?) 
x°(— ab) dx (—a°b—ab)—ab? 
zi) Hela) alb)  —ab= 
xt + 2bx° + X° (—a? + b°) — 2a°bx — a°b°. 





Op dezelfde manier te vermenigvuldigen: 

a(b — 2) + 4 met alb _—1) +1. 

pari sij UZI Ae a nt 

2 (a-la 4 met 2 +(a—-l)a hl. 

xd bed (bd1) met 2? +(—b—2)r3. 

Voorbeeld van een deeling. 

axs + ax? + ax? — 2x° — Jax +2 Ha — a door x Hadt1. 


Schrijf eerst deeler en deeltal als veeltermen in x: 


x(adl) [ete (a°H-a—2)Hx(— 30) Hat2 An +-x(—2)H(—a+2) 


3 z(a?Ha) of gewoon geschreven: 
EO ) ax — 2x —a 2. 
EE 2) + zl 2a —2) 
(ata tat2 
xl —at2) a Hat2 
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Men kan deeler en deeltal ook rangschikken als veeltermen in a: 


at(x-1) / a (Xx —1) Hal tx 3x) HX H2)\ al —1)H(—2x4-2) 
nt brt rn end of gewoon 
a(l— 2x + 2) + (—2x° + 2) geschreven 
al— 2x + 2) J(—2x° F2) ax —a— 22. 


Op dezelfde manier de volgende deelingen te maken: 


25. 2 +axrtexrdac door x +. 

26. 2° + (ade) + (ab Hac) +abe door x£ HC. 

27. ax +(—a°—b)x Hb? door ax — b. 

28. a° + a? (b Hc) — abe — bee — be? door a° — be. 

29. + (a—bde) 2 +(—ab—be + ac) x—abedoorz a. 
30. zit (bH-e—a) +Haxrle—b) be door £°—axr HC. 
31. zb He) Jz (a—b) Hb Heb) Had bdoorz—rh1. 
32. a° + b° + Cc*—3abe door a Hb +. 


VERGELIJKINGEN 


S 40. Twee algebraïsche of rekenkundige vormen, die door 


het teeken = verbonden zijn, noemt men een vergelijking. 
Dus zijn 3atb=2e—dH5 

en 4x h8=0 

vergelijkingen. 


De beide vormen, die door het teeken —= gescheiden zijn, 
noemt men de leden van de vergelijking. Wat links van het 
gelijkteeken staat noemt men het eerste lid, wat rechts daarvan 
staat het tweede lid van de vergelijking. 

Als de beide leden van de vergelijking altijd gelijk zijn voor 
elke waarde van de letters, die er in voorkomen, spreekt men 
van een identieke vergelijking of van een identiteit. Zoo is: 

dye y= ye 
een identieke vergelijking, want ze is waar voor elke waarde 
van X en y. | 

Als de beide leden alleen gelijk zijn voor enkele waarden van 
de letters, spreekt men van een niet-identieke vergelijking. 
Zoo zijn de leden van de vergelijking: 3x +7 = 13 alleen gelijk 
voor X=2 en van 5x° == 80 alleen, als x= + 4 en als x= — 4. 
Is het onmogelijk voor x zoodanig getal te substitueeren, dat 
aan weerszijden van het gelijkteeken evenveel staat, dan zegt 
men dat de vergelijking valsch is, b.v. 3(x + 5) = 3x + 11. 

De 2e soort van vergelijkingen komt verreweg het meeste voor; 
in het 1® voorbeeld daarvan zegt men, dat de waarde 2 aan de 
vergelijking voldoet. In het 2e voldoen dus de waarden +4 
en — 4 aan de vergelijking. In de volgende SS zullen wij zien, 
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hoe wij de waarden kunnen vinden, die voldoen aan eenvoudige 
niet-identieke vergelijkingen. 

De letter, waarvan de waarde gezocht wordt noemt men de 
onbekende; het zoeken daarvan noemt men het oplossen van 
de vergelijking, terwijl men de aldus gevonden waarde den wortel 
van de vergelijking noemt. 


S 41. Naar het aantal onbekenden, dat in een vergelijking 
voorkomt, onderscheidt men ze in vergelijkingen met 1, 2 en 
meer onbekenden. Gewoonlijk stelt men de onbekenden voor 
door de laatste letters van het alphabet. Wanneer er maar één 
onbekende grootheid is, kiest men daarvoor gewoonlijk de letter 
X, zijn er meer onbekenden, dan wijzen we ze opv. met de letters 
DCR LNV ENZ dal: 

Zoo is 

2x° + 5yz — 52 == 3a—b 
een vergelijking met drie onbekenden. 

Verder onderscheidt men ze nog naar den graad, waarin de 
onbekenden optreden, in vergelijkingen van den Ien, 2en, Jen 
graad enz. Het bovenstaande is dus een voorbeeld van een ver- 
gelijking met drie onbekenden van den 2en graad. 

De eenvoudigste vergelijking is die met één onbekende en van 
den Ien graad. Voor de oplossing van deze soort vergelijkingen 
gebruikt men het volgende axioma: 

Wanneer men gelijke grootheden met gelijke grootheden ver- 
meerdert of vermindert, vermenigvuldigt of er door deelt, krijgt 
men gelijke uitkomsten. 

Voorbeelden : 

1. Los de vergelijking 3xX=15 op. 

Door beide leden der vergelijking door 3 te deelen, krijgen we: 

nn ik 


IL. Los de vergelijking 5 OD 


Door beide leden der vergelijking met 5 te vermenigvuldigen 
‘krijgen we: 
x= 15. 
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IL. Los op de vergelijking: 2x 45 =Xx—7. 
Door van beide leden x af te trekken, krijgen we: 
XI. 
Door nu nog eens van beide leden der vergelijking 5 af te 
trekken, krijgen we: 


x==—l12. 

OPGAVEN. 

Los de volgende vergelijkingen op: 
ERK [2 Ve ML Teter PES 5X=—5 
2. Ux= 3 Um 1 5 Harmes Ux 0. 
3. 13x==— 39; 1X=— 3,55 —-2x=d6 5; —-2x=—b. 
4 3x= O5 BX 3 Bz 5 ) 
5 Den 1; rh ne mr Re 0 b. 


a kiek einen Ades 
DE ON TD SE ZICH Sd. 


e)) 
pn 
| 
Cr 
| 
de 
> 
| 
Q 


S 42. Bovenbestaande opgaven konden we gemakkelijk oplossen, 
omdat de termen zoodanig gerangschikt waren, dat het eerste 
lid alleen de onbekende bevatte en het tweede lid alleen bekende 
getallen. Met behulp van het bovengenoemde axioma kunnen we 
echter steeds die rangschikking verkrijgen. Gewoonlijk beginnen 
we met de breuken uit de vergelijking te verdrijven; dit doen 
we door beide leden van de vergelijking met het K. G. V. van 
de noemers der breuken, die er in voorkomen, te vermenigvul- 
digen, b.v. bij de vergelijking : 


De 3 „C 
BN OE 


Vermenigvuldigen we beide leden met 12; dit geeft: 


Ax J- 3X H- 2x == 216, 
OR dk 210 
CLUS A, 
Dus is 24 de wortel van de vergelijking. Ook dit voorbeeld 


was nog zoo gekozen, dat alle termen, die de onbekende 
P. WijpEeNes en Dr. D. pe LANGE, Algebra |, 8e druk. 5 
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bevatten, in het eerste lid en alle termen zonder de onbekende 
in het tweede lid stonden. Wanneer dit niet het geval is, her- 
leiden we de vergelijking eerst tot een andere, waarbij dit wel 
zoo is. Daarbij maken we dan gebruik van de eigenschap, dat 
elke term van het eene lid in het andere overgebracht kan 
worden, mits men hem slechts van teeken laat veranderen; 
b.v. uit de vergelijking: 
ax —b=CXHd 
kunnen wij een andere afleiden: 
AX =CX Hdb 
door aan beide kanten van het gelijkteeken 5 op te tellen. 
Ook kan men er uit afleiden: 
Qax —b—d=CX 
door aan beide kanten d af te trekken. 
We zien dus, dat de termen — b uit het eerste lid in het tweede 
is overgebracht en daar als Jb voor den dag komt en dat de 
term + d uit het 2e lid als — d in het eerste lid komt. 


Voorbeelden : 
L. Los op de vergelijking: 
3x J- 15 —= 20 + 2x. 
Breng de termen met x in het 1e lid, die zonder x in het 
2e lid der vergelijking. | 
Dit geeft: 3X — 2x —= 20 — 15. 
elen 
IL. Los op de vergelijking: 
4 (3x —2) —2(4Xx —3) —3(4 — Xx) =0. 
Voer de vermenigvuldiging uit: 
12E 8 (EXO Le 10) il), 
Verdrijf de haakjes: 
12x —8—8x F6 —12 + 3x =0. 
1x —14=0. 
Breng — 14 naar het 2e lid: 
TX =d 14. 
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Deel door 7: 
x=d2. 
II. Los op de vergelijking: 
ine ln el nk jn men. 
2 onde Ji, 


Het K.G.V. der noemers is 10. Vermenigvuldig dus met 10: 
5(5x + 4) — (Tx +5) —= 28 X 2 —5(Xx— 1) 
25Xx +20 —TXx—5=56—5X 5. 


Dus 18x + 15 = 61 — 5x 
18x + 5Xx=61 — 15. 
md lik 


x= lg =D. 
IV. Los op de vergelijking : 


ed bre) 


Jo 





Verdrijf eerst de haakjes: 
eg, 


Vermenigvuldig met 2: 
—_2xI2 =3XHI 
nn ded B 
el OLD | 
LES NEA 


V. Los op de vergelijking: 
TX —5[X—i7— 6x — 3] == 3X 1. 
Tx —5[X—i7—6x + 18;| = 3x + 1. 
Tx —5[X— 25 + 6x] = 3x +1. 
Tx —5[7x— 25] = 3x +1. 
Tx —35X + 125 = 3x +1. 
1x — 35X — 3X =H 1 —125. 
— 31x =— 124. 
vhn 
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Om dus tot de oplossing van elke 1® graadsverg. te komen 
behoeven we slechts de volgende regels in acht te nemen: 


He 


Verdrijf de breuken, door beide leden te vermenig- 
vuldigen met het K.G.V. der noemers, 


Maak de haakjes weg en zie, of de hoogere machten 
wegvallen. 


Voeg in beide leden de gelijksoortige termen bij elkaar, 
zoodat er in elk lid hoogstens 2 termen overblijven. 


Breng de onbekenden in het eerste lid, de bekenden 
in het tweede lid. 


Deel het tweede lid door den coëfficiënt der onbekende. 


OPGAVEN. 


43. Los de volgende vergelijkingen op: 

TXx—-4=17; SAI l0; Ll 
AX —3=2X H 1; 5xA2=6x—-l1l; 3XH2=4r3. 
2x 15 =27—4X; TX 11 =3IXH27; —5XxHI=15H3X. 


—_ BX H- 50 =— 4x + 56; — 3X J 23 =78 + 2x; 
24x — 49 =19x — 14. 

T(x — 18) = 3(x — 14); D(X —7) + 63 = IX. 

T(Xx — 3) — Ax + 1) = 38; TX —5) — 63(5 — Xx) =0. 


BOX — 7) =61(9 —) —2; 28(x+ 9) — 27(46 — x) =0. 
A(X—3) —T(X— 4) =6—x; 7(8—3X) + 6(2Xx — 5) —=—28. 
5(2 — Xx) + 3(X — 1) — Ax + 4) = 11. 

16 — UX — 3) — AX — 4) = 6 — 4(X — 3). 


‚ 6x 4 A(2x — 7) — (7 — 2x) = 645. 
TX —55x 4) USH == UT — 2x) — 21. 


de X x 5e l 
IM 
Ax 
abn phare 
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DN EN 5x — 12 
x- 5 —=4— zen 


BX: XA 
je Ei B Sn 


OD Sr 


nn tn 

















6 4 12 
Dt OAN Kn 





Dn GAL 
"4 6 3 


3X +} 1e el 


ik — 13) + 7(X — 4) = he 19x. 
1(3x — 4) + Ual5X + 3) — 43 + 5x —=0. 
oedele tk (BE =D: 


. BX —(3X—71) — 4 — 2X — (6x — 3) —= 10. 

… 14x — (5x — 9) — 4 — 3x H (3 — 2x)} —= 30. 
. 25X—9—=3XH 3 — (4x — 5) — (6x —5). 
. 5x -— [8x — 316 — 6x — (4 — 5x); | —= 6. 

(HI) (2x H- 1) == (X + 3) (2x + 3) — 14. 

(2x +2) (XJ 3) — (2x + 1) (X F5) — — 

(Xx +15) (X — 3) — (X — 3) = 30 — 15(Xx — 1). 
. 2X—5i3X— (AX —9)I —= 66. 

. 3XxH6—3[Xx—8 IH 213(5 — Xx) JX — 8 —=0. 
‚ X°— 8x 25 —=x(X — 4) — 25(X — 5) — 16. 
(XI) (X—2)(— 3) =S — 6x H- 14X — B. 


XX [3e — El —= We(2X — 51) — °/3. 
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… 1243x —!/,(X — 4) — 1/(5Xx + 14){ —= 47. 
. 3[4EAXx— IH 1 HI 5 ==. 


OE A! ax ==bX-C. 

. AXxHb=crHd; (a — b) (Xx —d) =0. 
‚ AXH-b=0; (a + b) (cx +-d) =0. 
EN) x(a? + b° +?) =0 


… 2(Xx — 4) + 3(X — 24) = 2a. 
lk Ha Hb) + JX Ha — b) =b 
. (adb)xH-(a—b)k=a. 
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45. (ad-b)x (hb —ax=t?. 
A6 Solar) Le Wel 20 led li SAKS: 
47. Eet 


48. (a° + x) (b° + x) = (ab +- x)°. 

49. alx + a) + b(b — x) = 2ab. 

50. (x — a) (Xx — b) + (a + 6) — (Xx + 4) (x + b). 

51. ax(x ta) + bx(x + b) = (a + b) (Xx + a) (x + b). 

52. (a—b) (X — c) —(b — c) (X — a) — (c — a) (X — b) =0. 
53 She 2) A db 0 
54. (XxX — a) + (Xx — DP + (X — CP =3X — A) (Xx —b) (Xx — 0). 


INGEKLEEDE VERGELIJKINGEN VAN DEN IEN GRAAD 
MET Ì ONBEKENDE. 


S 44. Wij zullen nu het in het vorige hoofdstuk geleerde 
toepassen bij de oplossing van eenige vraagstukken, die wij tot 
nu toe langs rekenkundigen weg opgelost hebben en aldus voor- 
beelden geven van het gebruik van de algebra. In deze vraag- 
stukken zijn eenige grootheden gegeven en moet een andere 
grootheid, die tot de vorige in een zekere betrekking staat, 
berekend worden. Deze grootheid wordt de onbekende genoemd. 
Wij duiden nu de onbekende grootheid door de letter x aan en 
schrijven in algebraïsche taal de betrekkingen op, die tusschen 
de onbekende en de gegevens bestaan. Daardoor wordt nu een 
vergelijking verkregen, waaruit de onbekende gevonden kan 
worden: 

l° Voorbeeld. De som van twee getallen is 85 en hun verschil 
25. Welke getallen zijn dit? 

Oplossing. Noem het kleinste getal x, dan is het grootste 
x—+-25, omdat het verschil 25 is. Er is nog gegeven, dat de 
som 85 is, dus: 


x (Xx 4 25) — 85 


Ah eri homme! 
PD 
oeil 


Het kleinste getal is dus 30, het grootste is 30 + 25 — 55 
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2 Voorbeeld. Verdeel f130 zóó onder 83 personen A, B en C, 
dat A f5 meer krijgt dan B en dat C evenveel krijgt als A en 
B samen. 

Oplossing. Noem het aantal guldens, dat A krijgt x, dan 
krijgt B er 5 minder dan A, dus x— 5. Samen krijgen zij 
xH(x—5)=2x—5; dus C krijgt er 2x —5. Met z’n drieën 
krijgen ze f 130, dus: 

Xx H-(Xx—5) + (2x —5) = 130 


Ax — 10 == 130 
A 2) 
140 

== DAN se 


Dusmkrijd Anso mbiiasren Ge, 09: 

3° Voorbeeld. A is tweemaal zoo oud als B; tien jaar geleden 
was hij viermaal zoo oud. Hoe oud zijn A en B nu? 

Oplossing. Stel, dat B nu x jaar is, dan is A dus 2x jaar oud. 
Tien jaar geleden was B (x— 10) jaar, en A (2x — 10) jaar. 
À was toen 4 X zoo oud als B, dus: 

2x — 10 =4(x— 10) 
2x — 10 =4x—40 
Ore 
Sier 
Dus is B 15 jaar oud en A 30 jaar. 


OPGAVEN. 


1. Wat moet bij x opgeteld worden, om 15 tot som te 
krijgen ? 

2. Waarmee moet 3 vermenigvuldigd worden, om a als product 

te krijgen? 

Hoeveel is a minder dan x? 

Hoeveel is a meer dan x? 

Hoeveel maal is x begrepen op a? 

Hoeveel maal is a begrepen op x? 

Het getal 25 is verdeeld in twee deelen. Het eene deel is x; 

hoe groot is het andere? 


ene kie 


19. 


20. 
21 
Aes 


A5 
24. 


Ast 


26. 


fs 
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. Áls vijf appels 10 cent kosten, hoeveel appels krijgt men 


dan voor a cent? 


. Als x appels 10 cent kosten, hoeveel kosten dan 25 appels? 
. Als het verschil van 2 getallen a is en het kleinste getal x, 


hoe groot is dan het grootste ? 


ls de som van twee getallen a is en het eene getal is x, 
wat ís dan het andere getal”? 


. Hoe oud is iemand, die over x jaar 25 jaar oud is? 


Hoe oud is een man over a jaar, als hij nu x jaar oud is? 


. Een voetganger loopt 4 KM. per uur; hoeveel uur loopt hij 
‘over x KM. ? 


Een voetganger loopt 4 KM. per uur; hoever loopt hij 
in x uren? 

Een wielrijder fietst x KM. per uur; hoe lang doet hij over 
20 KM.? 


. lemand heeft x kwartjes en y dubbeltjes. Hoeveel gulden 


bezit hij? 


‚ lemand heeft a rijksdaalders en b stuivers. Hij geeft c 


kwartjes uit. Hoeveel gulden heeft hij over? 

Als men een kapitaal voorstelt door 100 k, den rentevoet 
door p®/, en den tijd door t jaar, hoeveel bedraagt dan de 
totale rente? 

lemand geeft per week f x—- uit. Hoeveel houdt hij per 
jaar over, als hij f 1000 inkomen per jaar heeft? 

Schrijf vier opeenvolgende getallen op, waarvan Xx het 
laatste is. 

Schrijf vijf opeenvolgende getallen op, waarvan x het 
middelste is. 

Wat is het oneven getal, dat aan 2n + 1 voorafgaat ? 
lemand was 5 jaar geleden x jaar oud. Hoe oud zal hij over 
y jaar zijn? 

Een jongen is x jaar oud en over 5 jaar zal hij half zoo 
oud als zijn vader zijn. Hoe oud is zijn vader nu? 

Een getal van drie cijfers bestaat uit de cijfers, a, b en c 
van links naar rechts gelezen. Uit hoeveel eenheden bestaat 
het getal? 

Wat is de som en wat het product van drie opeenvolgende 
getallen, waarvan het kleinste x is? 


38. 


59; 


40. 


41. 


A2. 


43. 
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Een kamer is x M. lang en y M. breed. Hoe groot is de 
oppervlakte. van een vloerkleed, dat overal !/, M. van den 
wand af ligt? 

A is twee maal zoo oud als B en deze is drie maal zoo 
oud als C. Hoe oud is A, als C x jaar oud is? 

Hoe groot is de interest van f 1000, als het a jaar tegen 
b procent uitstaat ? 

En hoe groot is de interest van f x—, die a jaar lang tegen 
4°/, uitstaan ? 

Hoeveel KM. kan iemand in 45 minuten loopen, als hij in 
x uren y KM. aflegt? 

Hoe lang loopt iemand over x KM., als hij 20 KM. in y 
uur aflegt ? 

Hoe lang werken x man om y M°. grond uit te graven, als 
elke man z M.® per dag uitgraaft ? 

Tegen welk procent staat een kapitaal van f 1000 uit, dat 
in 3 jaar f x.— rente opbrengt ? 

Druk door een vergelijking uit, dat p is het product van 
drie opeenvolgende getallen, waarvan het grootste y is. | 
Als x door a wordt gedeeld is het quotiënt 10 meer dan 
de som van x en a. Druk dit door een vergelijking uit. 
lemand is x jaar ouder dan zijn zoon, die op het oogen- 
blik a jaar oud is. Over 5 jaar zal hij twee maal zoo oud 
zijn als zijn zoon. Druk dit door een vergelijking uit. 

Als ín het vorige vraagstuk de zoon 15 jaar oud is, hoe 
oud is de vader dan? 


Van twee getallen is de som 28 en het verschil 6. Welke 
getallen zijn dat? 

Verdeel 60 in twee deelen zóó, dat driemaal het grootste 
60 meer is dan vijfmaal het kleinste. 

A, B en C moeten f 155.— bij elkaar brengen. B draagt 


f 15.— meer bij dan A en C draagt f 20.— meer bij dan B. 


Hoeveel draagt elk bij ? 

lemand loopt 10 KM., daarna reist hij een zekeren afstand 
per rijtuig en ten slotte driemaal zoo ver per trein, als hij 
reeds afgelegd heeft. Als de geheele reis 70 KM. lang is, 
hoe ver reisde hij dan per trein? 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


a) 


O4 


Id, 


54. 
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A is twee maal zoo oud als B. Zeven jaren geleden waren 
zij samen 10 jaar ouder dan B nu is. Hoe oud zijn A en B? 


Verdeel het getal 60 in twee deelen zóó, dat het achtste 
deel van het grootste stuk gelijk is aan het zevende deel 
van het kleinste. 


Twee even groote vaten zijn geheel met water gevuld. 
Wanneer men 34 L. uit het eene vat neemt en 80 L. uit 
het andere, blijft er in het eerste vat juist driemaal zooveel 
als in het tweede over. Hoe groot is de inhoud van elk vat? 


Zoek twee getallen, waarvan de som 75 is en zoodanig 
dat driemaal het grootste 15 meer is dan zevenmaal het 
kleinste. 


Een leger verliest in een gevecht een zesde deel van zijn 
manschappen aan dooden en gewonden en bovendien nog 
4000 gevangenen ; het wordt met 3000 manschappen versterkt 
en verliest nu nog een vierde deel van zijn manschappen. 
Als er nog 18000 man overblijven, wat was dan de oor- 
spronkelijke sterkte ? 


lemand had f 900—. Een deel zette hij tegen 4°/, en de 
rest tegen 5°/, uit en ontving van beide deelen evenveel 
interest. Hoeveel zette hij tegen 4°/, uit ? 


Een wijnhandelaar heeft twee soorten wijn, de eene van 
f 1,20 de Liter en de andere van f 2.— de Liter. Hij wil 
een mengsel maken van 100 L., dat f 1,40 de L. op moet 
brengen. Hoeveel moet hij van elk nemen? 


In een mengsel van wijn en water is 25 L. meer wijn dan 
de helft van het mengsel en 5 L. water minder dan een 
derde van het mengsel. Hoeveel Liters waren er van elk? 


Eene hoeveelheid buskruit bevat aan salpeter 6 pond meer 
dan de helft van het gewicht, aan zwavel 5 pond minder 
dan een derde en aan koolstof 3 pond minder dan een 
vierde. Hoeveel pond was er van elk der stoffen aanwezig ? 


Op het oogenblik is A’s ouderdom °/ van dien van B; 
acht jaar geleden was die het °/; hoe oud zijn A en B? 


Van 33 geldstukken, bestaande uit rijksdaalders en guldens, 
geeft men 10 rijksdaalders uit en 2 guldens: als nu de 
aantallen zich verhouden als 4:3, hoeveel waren er dan 
van elk? 


aishf 


11. 
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Een winkelier verkoopt het °/, van zijn voorraad eieren met 
nog °/s ei; met de rest handelt hij evenzoo; hij heeft er nu 
nog 5!/, minder dan de helft over. Hoeveel eieren had hij? 


TWEEDE HERHALING. 


S 45a. 1. Vereenvoudig: 


BiA Nema LO ne TY DX). 

Deel 15x° —11x*—39x°— x° — 24Xx + 60 door 1!/,x? + x— 2,5. 
Bereken 
ht nn ke beh te WO de ij 
Hoeveel wortels heeft een vergelijking van den eersten graad? 
Bepaal de waarde van x in 

x—adb 1—atb 

TET 
Los op: a. ®/(6x + 5) —°/,(5Xx — 1) =°/,(3Xx — 10). 

b. 0,6(4x — 17) + !/,(2x —9) + 0,35(4 — x) =0. 

Rangschik naar afdalende machten van x: 
3x H AX — 1 (TX — 5) — (AX HX + 1)(X — IX — 1). 
lemand bezit twee huizen; de huur van het eerste is f 180 
meer dan van het andere. In 5 jaar ontvangt hij f 300 meer 
van den bewoner van het duurste huis dan in 6 jaar van 
den bewoner van het goedkoopste. Hoeveel bedraagt de 
huur van beide? 


Aan de vergelijking 2x == 3 — — wordt voldaan door te 


Heet RR DELEKEN Ed. 
Vereenvoudig: 
— 1/,(5b — Ja) + 11/,(2a + 36) — 0,4(10a + b). 


„. Rangschik naar opklimmende machten van x: 


(3 + TX — XP — U4x — 1 2 (2 HX — X°). 
Los op: a. */-(6x +11) + 0,4(7 — 3x) =°/,(5X + 4). 
be Yl4X — 13) — UT — 2x) + 0,35(3 — x) =O. 
Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
it 


Dd Dap B 


Rop 


14. 


16. 


UT 


18. 
19. 


20. 
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Als gegeven is x= 2y° + y +1 zegt men, dat xis uitgedrukt 
in y; als y= 3x 5, dat y is uitgedrukt in x. Wat bedoelt 
men met deze woorden? 

Druk x uit in y in elk der volgende opgaven: 











1 y SMA 
2—3X 
5 r4k 
Een 
Xx 2 
y yr 


Voer de volgende deelingen uit tot en met den term met xf 
in het quotiënt: a) 1:(1 + 2x). 

bye ler (lk): 

c) (2 + 14/0x): (1 + 1U/ox — X°). 


. Los op: a) x(2x— 1) —3(4 — Xx) =2X(X +2) +3. 


b) (6x 5x —1) + 4=(2x + 1)(3x — 2). 

c) (2x 1(3x —5) == (X—3)(6x — 1) + 10. 
Bepaal de waarden van de volgende vormen voor n =5, 
ikl deden EG | 





a) (Wa + 3b)"+3. B) {ar 205 je 
C) nn es ie 2 on—sp. 


Vermenigvuldig (1 + 2x + Xx) (1 + 3x + px?) en bepaal p 
zoodanig, dat de som der cofactoren van x, x°, Xx? en x* 
elf wordt. 


Los x op uit (Xx + !/o) — nà _ 0,25 sets MEG 


Herleid tot machten van eenzelfde getal: 

1) (2m — 1)(1 — 2m); 2) (a° — XP (Xx — a}. 

3) (a—4b)Ê (46 — a); 4) (4x + 5y) (— 4X — 5y). 
Men geeft in den veelterm 

abc + 2fgh — af° — be — ch” 

opv. aan de letters de volgende waarden: 
û=2, blj cs dr, A= nrd == len di 0,5 
en dan komt er O uit; wat is x? 


25E 


22. 


20 


24. 


Za 


26. 


dike 


28. 


29. 


30. 
31. 


32 
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Ontbind in factoren: 


Vanni; 2) Yan (n— 1) + (n— 1); 

3) Wann —3) HA; 4) Plon(n— 2d n(2nJ-1). 
Ontbind in factoren: 

1) _n X 180° — 720°; 2) (n— 2) 180° + 540; 

3) nd 90° —(n—2)180°; 4) (n — 3) 90° + (2n — 5) 180°. 


) 
1) Bereken 180° — !/, (A + B) als A+ BH C+ D= 360°. 
2) Bereken het supplement van 360° — (A +!/, B +!/, D) 

als A, B, C en D de hoeken van een vierhoek voor- 

stellen. 
lemand gebruikt f 1000 van zijn kapitaal en nog °/; van de 
rest; hij ontvangt daarna f 100 en bevindt, dat hij nu juist de 
helft heeft van zijn oorspronkelijk bezit. Bereken het kapitaal. 
1) (2ax — b)? (ax — 2b)P : (b — 2ax) (2b — ax)? —= 
2) P(X H IN: (y XP (y — x= 
DIN Tale leaten (1 dte Delben (VAST) en 
Bereken in 3 decimalen nauwkeurig x uit de verg.: 

Ifo(x — 10) — !/glx — 11) == '/o{Xx — 12). 
Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
ANKE AE be erase 
2) (3x —5y)!: (— 3x +H- 5y) 
lemand heeft 6 uur en een kwartier tijd om buiten een 
wandeling te maken en met den trein terug te keeren. Als 
de snelheid van den trein 35 KM. per uur is en hij zelf 
5 KM. per uur loopt, hoever kan hij zich dan hoogstens 
buiten de stad begeven? Het antwoord afronden naar beneden 
op heele KMs. 
Trek (a — b)x — (b — c)y af van (a + b)x + (b + c)y. 
Eveneens (Xx — y) a — (y + 22)b af van (3x + y)a — 26(3y — z). 
Vermenigvuldig: (Xx? — 2x° + Xx — 1) (X° + 2x° —x—1). 
Bereken: 
1) (3x — 2)“ — (2y — 3x) 5; 
2) (3x — 2) —(2y — 32); 
3) (3x — 2) + (2y — 3x). 
Los op: a) 1,5x + !/,(2,4x — 3,9) —= 0,75x. 
b) 0,02x — 0,03 —=0,12x + 2(0,05 — 0,2x). 


; 


Sef 


34. 


sjak 


36. 


GA 
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Verdeel 1000 in twee deelen zoodanig, dat de helft van het 
eene deel 20 meer is dan het derde van het andere deel. 
Bereken: 

(a° — be)lb — Cc) + (b° — calle — a) + (C° — aba —b). - 
Vermenigvuldig en schrijf het antwoord als één breuk: 

















D Axy SZ ) 21m?np? TOREN 
Gee et OL. 25abed “°° 14m?np*’ 
54a°b® 38xyz° 

de 19x2222 X T35b? 


Zoek het verschil van de vierkanten van 
2x° J- 3ax + 4a°x — Ba? en 2x? — 3ax* J- 4a°x + 6’. 


Ee helpdi Gide 
Deel 15” E57) door he 





MERKWAARDIGE PRODUCTEN. 
ONTBINDING IN FACTOREN. 


S 46. De ontwikkeling van (a + b) (a — b), 
PN Orr dh omrande Xt (KH) geerte 





hrs PL dok? ar 

A ande 20 har 

a° + ab rbi 24 a Wely 
en mn pitsad? sn 

qe — b? —p + q° — Xx + y° 


Daaruit leeren we: 

Het product van twee tweetermen, waarvan twee termen gelijk, 
de andere tegengesteld zijn, is een tweeterm, bestaande uit het 
positieve kwadraat van den gelijken en het negatieve kwadraat 
van den anderen term. 

Als model daarvan laten we dienen: 

(A+B)(A--B)=A2-B? . . . … … … , (1) 
waarbij A en B willekeurige algebraïsche vormen voorstellen. 


Voorbeelden: 
(2a + 35)(2a — 3b) = 4a° — 9? 
(—adb(—a—b)=a —b? 
vtt rde lien 
Crit) AF 
Gp'q — 15°)Gp’q + 15°) = p!g" — PS'. 


OPGAVEN. 
S 47. 
1. (a + 2(a—2); 2. (at2b)(a—2b); 3. (2a +4 b)(2a—b); 
Hye);  at3b)(2a—3b); (Am!on)(2mt'/on); 
(2x4-32x—3y). (Sp —2Ep 20). ox + DC /ox— 1). 
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An Otlets ste Ont Oeren end 
(dimo Oates (3pg + 2) — 3pq + 2°); 
(aSst:0E) Gr 0E) (2a° + '/ab)(2a° — !/,ab); 
(3ab — c°}(3ab + C°); (3x*y + 52e)(— Ixty + 52°); 
(a° + a°(— a? + 4°). (1/sab — I/gcd)(t/zab + */ecd). 
On tlit0) aten 7. (2x — 5 (Sy + 2%); 
Car dl db (— 20° + 36°(2a° + 36°); 
(EN etende kh SM eh 
Etten NEE (— 2/ox — 31/8) (3l/ay — 2!/0X)- 
GO et ed 9. (ptp — (Pp +9"): 


(amtl_— brt amit br+5); (a + b)(a—b)(a® de b°}(a* + b*): 
(porta gert pemtetgent5); (pgtqr)(pg— an(p°a +977); 
(— 2m - Bp 2x + 5y”). (acte rk VEN KS Le gm 


10. 68 X 72 == (70 — 2)(70 + 2) — 4900 — 4 — 4806. 


Bereken op dezelfde manier: 


29515 ZOPAS SCL TOP 15 
36 Xx 44; 37 X 43; 38 Xx 42; 39 X 41; 
56 XxX 64; ari tenh 58 XxX 62; DO 01 
96 Xx 104; OTE MOT OS 102; OI el 


142 X 138; 197 X 203; 301 X 299; 998 Xx 1002. 


11. Bereken uit het hoofd: 


hen CDT En LDL RORE Zele 
61 X 79; VAD 130 er es LESA BORD 2577 


S 48. We kunnen de formule (1) ook als volgt schrijven: 
A? — B2 == (A + B)(A — B), in woorden: 


Het verschil van de vierkanten van twee getallen kan 
geschreven worden als een product van de som van de 
grondtallen met het verschil dier grondtallen. 


Men zegt dan, dat a° — b* ontbonden is in de twee factoren 


(a + b) en (a — b). 
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Evenzoo ontbindt men: 


a —4 == (at 2) (a —2); 
4a° — 96? —=(2a + 3b) (2a — 31); 
y= Xt) (X +7); 
Lone (oldanknje) (leds le), 


OPGAVEN. 


S 49. Ontbind in factoren: 


ie vakke teg pi ttl Breite 
a — 1; Oq° — 4b°; 4a° — 1; a —1; 
at — bc’; x° — 100; 16p° — 25g°; 16p° — 49. 
Zi WO ideate Ie et Aer Pe de ei 
x* — 9; x* — 25; — Xb + yê; x° — 4x°; 
25p* Beos | Î xi0 en ad xi0 lass A pp: xe aal 4e 
3. xW —_ybs pO gee pige — Pr; PIE yiptb, 
perte gie; xeet2 bie, 4Ogte — 64b®; 121aPbit — 144Chr. 
a Daar lende DCD ne 
Dl Uit 1) Welnee Wer SN 
Dan ammel wee ilk Os) 
6. Ux Hy) —z?; 7. (atb te} — (abe; 
IES en Sloan dhimmi derd den 
x° — (X — y)?, (a — 2b + 3c)} — (a — cc}. 
8. ap° — aq” + bp? — bg° — (ap — aq°) + (bp* — bg’) = 
— ap —q°) + bp —g) ==... 
ma® + nb° — na° — mb°; 
ma? — m H- na° — n; 
a’x — abx; ab — ab? 
9. Zeg onmiddellijk hoeveel is: 
212 — 197; 892 — 112: 952 — 52; 
25° — 15%; 17° — 23°; 105° — 95°; 
32° — 28°; 1172 — 17%; 123° — 77°. 
10. Ontbind uit het hoofd in factoren: 
899, 1599, 2499, 3599, 4899, 8099; 
2475, 3575, 6375, 9991, 9984. 
P. WijDENes en Dr. D. pe LANGE, Algebra 1. 8e druk. 6 
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11. Bewijs, dat het verschil van de kwadraten van twee opeen- 
volgende getallen gelijk is aan de som dier getallen. 

12. Bewijs, dat het verschil van de kwadraten van twee opeen- 
volgende oneven getallen altijd deelbaar is door 8. 


S 50. Wanneer we (a Jb)? en (a -—b)? ontwikkelen tot een 
veelterm, krijgen we: 





atb a—b 
atb a—b 
QH ab AF al—b) 
+ ab Hb? + al— b) + (—b)° 
a° + 2ab + b? 2 4 2al— b) + (—b == 
—= a? — 2ab + b. 
We hebben dus de formules: 
(A+B?=A?+2AB+B?. ....(@. 
(A—B)?z=A?—-2AB+B?. . . . . (3). 


i. w. Het vierkant van een tweeterm is een drieterm, die 
bestaat uit de som der vierkanten van de beide eentermen 
vermeerderd met hun dubbelproduct. 


Voorbeelden : 
(p +29) =p" + 2p(2p) + (29)° = 
=p hpa 4g. 
Gp —5gq)" =(3p)? + 2(3p) —5q) + (=5g)= 
— Op" — 30pgq + 25q*. 
Gr IE Kite (BX PEN (Bryan 


—= Xb + 6x? + Ox°y*. 
OPGAVEN. 

831 AD 0) me IC Dee Ot re Hel 
(2a + b)}; (2a+3b)5 (Gey;  Ga—2y)"; 

(a° + ab}. (3a* —ab)". (3a°—1)}?. (8x25).. 

5. (—atb}; 6. (a — b)?; 7. (—3a + b)}2; 

bril den 0d rn Eran Ore 

emt He Ef OP (Dim) at em 


(— ab — c°)°. (2ab + 3cd)?. (—3Xx° + 5xy)". 


El 


12 


15. 


14. 


15, 


16. 


If 
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(le alde AA Ciler nne TOR ORR a) 
(am+t1 + Os (arte + dn (arts el aan}? 
(a — On ba ee baj (ater na ridge 


(a bj(a— b)(a® — b°); 

(Pp — 29) (p° — 44°) (p + 29); 

(2a — 3b) (2a + 3b) (4a° — 96°); 

Gn + nl) (m — 7) (mi + 1?) (mt — nf). 

NE el (p +29) (—p — 29); 

(a d-b)(—a—b). sli alens E 

Man Neel ea 

LINGE LE 

(2p — 39) (— 4p? + 90°) (2p + 39); 

(rn + n)(m — n) (mt? + n°) — mt + nf). 

Bereken uit het hoofd: 21°, 32°, 41°, 52°, 722, 812. 

Ook 39°, 482, 59°, 68°, 99°. 

652 —(60 4-5)? 60? + 10 X 60 + 25 —70 X 60 + 25 — 4225. 
Berekenmnmauidsthetmhoatd. 2521353 452055 0e 18021053 
195°, 305%. 

De kwadraten van de getallen tusschen 40 en 60 eindigen 
met hun laatste twee cijfers op kwadraten. Bewijs. 





Bereken nog de volgende vormen uit het hoofd; de gelijk- 
soortige termen moeten daarbij tot één term vereenigd worden: 




















xl + 2x p +4 —3p 
xd 1 — 2x p +4 + 3p 

X — re 
a°b° — 5 + 2ab 2 —3 + 5y° 
ab? —5 — 2ab 2 —3 — 5y? 

> nnee RE be ad 
xe 5x 6 — 3 —2y +4 
xXx —5XH6 — 3p° +2 +4 
7p*—3p? —5 EL 
7p* + 3p° —5 a* + 3a* +7 
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19. xd x + Us 2yt + 6y° +9 
hase 2y* — 6? +9 
Md, Merens ; 
8a°x? + 12ax +9 ar — AP +1 
8a°x* — 12ax +9 ar Har +1 
X ; DCE rt RER RS 
20. adbtetd adbtc 
abcd a—b—=cC 
5 EL DE 
—adb—c xJ 2y — 32 
atbde Xx —2y —3Z 
SE 








S 52. We kunnen de formules (2) en (3) ook aldus schrijven: 
a“ + 2ab + b° == (a + b)? 
a — 2ab + b° = (a — b)}?. 

i.w. Elke drieterm, die bestaat uit twee positieve vier- 
kanten vermeerderd (of verminderd) met het dubbel product 
van de grondtallen van die vierkanten, is gelijk aan het 
vierkant van de som (of het verschil) dier grondtallen. 

Wij hebben nu den drieterm weer in 2 (gelijke) factoren 
ontbonden. 

Voorbeelden : 

a° + 6ab + 9? = (a + 35)’. 
4” — 12ab + 9b° = (2a — 36)’. 
25x* — 10X° + 1 = (5x — I)?. 


OPGAVEN. 


8 53. Ontbind in factoren: 


Eene Utd Aep + 0p 05 
a° — 6a + 9; a° —8a + 16: 
pH 4p +4; x° — 6xy + 992; 
25x° + 10xy + y°; 49a° + 14ab + b°; 
Ax? + 2x + !/,5 25m + 30mn + 9n°; 


36m” — 12mn + n°, 1 — 4x + 4x. 


3. 1x + x2 + 22; 4, a° —®/zap + Wop; 
ab + 2abe + C?; a* — 2a°d? + d*; 

AX°y? + 12xy?z2 + 9y2?; Qa* — 42a°be + 49b2C?; 
36m*n° + 60mn + 25; 1 — 1042 + 254a°b?; 
la? + Ueab + !/6b°. mn — 2mnp° + p*. 

5. a*—8a°b° J- 166°; EEn de dn vd 
al° — 32a° + 256; Am°* + 12m°b? + On®; 
Ap! q 2 — 12p°qêr°s JE gf12s!2; QP — 2arbt + be; 
36m*n* + 6Om*n°p° + 25p. XP — OMP H- 1. 

7. (atb? —c?; ie kt 
a nn 4 (F2); 

(a — x)° — 9y°; 92° — (X—y)}?. 

OMD 20e es. 
a° —b? —2be — == — ( )=a —( def 
pgr 2gr ts; Aa DEF 2D; 
m° — n° — 2np —p°. 

Q. 164? — 25b° — 30bc — 9’; 10. Ap’ — 36q° + 12gr — r°; 
9b° — 4? + 4e — 1; 1 — a? — 2ab — b?; 
Aa? — 4ab + b° —1. at — 2a°b? + be — ct. 

U. (atx) — (bt 9); 12 2x F5) (y — 22); 
kn Neri (nti lend ti Cr 
(a — Cc)? — (Xx — 2y)?. (Tx — yy)" — (22 — 3)°. 

13. (a° + 2ab + b°) — (C° + Zed + d°); 
4a° + 4ab + b° — 9 — 12ed — 4d? 
9a? — 42ab — Ac? — 9d? — 12ed + AOb? 

4. xm 2m Lo yin — zip; 
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qe+? he Abta+t in 12b22+2C3r +3 pks Ocbr+6 
a — Aatb? — 9e? H 24C°dt + Ab? — 16d%. 


S 54. Omdat in de formule van 8 50 A en B willekeurige 
algebraïsche vormen beteekenen, kan men de ontwikkeling ook 
gebruiken voor het kwadraat van een veelterm b.v: 

(a + b + ed}; versta ik onder A den eersten term a en 
onder B den drieterm b + cd, dan heeft men 


a° + 2a(b He Hd) + (b HCH); (1) 
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nu wordt in den vorm (b + c + d)° de eerste term alleen, de 
beide anderen weer samen genomen, zoodat deze weer overgaat in: 
b? + 2b(e Hd) + (ed; . . . … «… … (2) 

hiervan is de laatste 
EH 2d HA EN AN AN (3) 

In (1) heeft men het kwadraat van a en het dubbele product 
van a met alle termen, die op a volgen; in (2) het kwadraat 
van b en het dubbele product 2b(c + d), dus 2b met alle, die 
achter b staan; ook heeft men c* en 2c met d en LA d*. Als 
één formule heeft men dus: 

(atbtetd=a? +2alb Hed) +6? + 2b(e Hd) + 
Jit Zed) dS enn on en ee 

i. w.: Het vierkant van een veelterm bestaat uit de vier- 
kanten van alle termen en de dubbelproducten van elk der 
termen met al zijn volgende. 

Toepassingen : 

1) (a—btce—d= 
== + 2al—b Hed) + b2 + (—2b) (ce —d) + C° — Med + d= 
== 0? — 2ab + 2ac — 2ad + b? — 2be + 2bd + C° — Zed + d?. 

2) (Xx H5X —6) = xt + 2x°(5X — 6) H+ 25x° — 60Xx J- 36 

== Xt + 10x° + 13x° — 6x + 36. 

Meestal zal men de uitwerking niet eens met den tusschen- 
vorm met haakjes opschrijven, maar direct de dubbelproducten 
bepalen; deze zijn positief als twee termen hetzelfde, negatief als 
ze tegengesteld teeken hebben. 

3) (2a—bJ-5e—d)? =4a° — 4ab + 20ac — 4ad + b2 —10be + 

+ 2bd + 25c* — 1Oed + d?. 


OPGAVEN. 


S 55. Hoeveel is: 
1. (ad b—c)}; (a—b— Cc); (—a +b—c}. 
2. (2x + 3y — 2); (3x —2y 4-42)"; (a —ab + b}. 
3. (adb—e—d)}; (a—b—=cetd}; (—a—-2bH3e—4d)?. 
4. (Xx? + 4x — 5); (Xx° H- xy —y2); (2X° —3X — 5). 
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5. Herleid 
P? — PQ + 
als P—=x? + xy + y? 
en Q =P — xy Hy? 


S 56. Leest men formule (4) van de vorige bladzijde aldus: 
a* + 2ab + 2ac + 2ad + b° + 2e + 2bd + C° + Zed + d° = 
—= (atb ted) 
dan zijn wij weer in staat een veelterm, die bestaat uit positieve 
vierkanten en de dubbele producten van alle mogelijke combinaties 
van twee grondtallen van die vierkanten, ín factoren te ontbinden ; 

bv: 
a° + 2ab + 4a + b° + 4b 44 =(adbt 22, 


OPGAVEN. 


Ontbind in factoren: 
1. a? — 2ab + 2ac + b? — 2be + C?. 
2. Pp —2pq — pr q° + 2gr + r°. 
3. Pp —2pq + 2pr + q° — 2gr + r°. 
4, a? — 2ab + 2ac — 2ad + b? — be + Abd + C° — Zed + d?° 
S 57. Ontwikkelt men het product van ap met a +g, 
dan vindt men: 
a tp 
aur CODE 
d° +-p Xa 
AA ding 
a + (pt q)a + pg. 


i.w. Het product van twee tweetermen, die één term gelijk hebben, 
is gelijk aan het vierkant van den gelijken term vermeerderd met 
het product van de som der ongelijke termen met den gelijken 
term en met het product der ongelijke termen. 

We hebben dus de formule: 

(AFP) (AFD) =A F(ptgAtpg . . . 5) 
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Voorbeelden : (ad- 2) (a d-3) =a* + 5at-6 
(a—5) (ad-4) =a* —a—20 
(a — 5b) (a — 4b) =a° — Yab? + 20b° 
@p + 39) (2p + 5q) — 4p? + 16pg + 15q° 
(a+ b + 2) (a + b — 3e) = (a + b)° — Cc (a Hb) — 6e. 








OPGAVEN. 
S 58. Zeg uit het hoofd, hoeveel is: 
L. ad 5 b-3 c+ 12 
ad-8 bH-13 cH-2 
X X zb MEE 
d—8 e—5 f—1 
d— 10 e—g9 f—14 





XxX 75 Xx ) à 
2. (at-b)(at4b);  (bH40)(bH2);  (cH4d)(CH6d); 
(d—2e)(d— 4e); (ef) (e—llf); (f—132) 22). 








30 h—5 k + 12 LH 14 
h—9 k—4 l—5 
Ks) Amar md DR en 
mt 12 n—7 p—1l 
m—4 n—J-2 pt-4 

X pl X : Xn. 





4. (g-4D(gtr; (rH4S)(r—s; __ (SH6D(S—9); 
(uv) (u—11»); (Wv 6) (v +7W);  (x—49)(xHT). 








äk a+ 3b cC— 4d ___et-8f 
a+- 4b c+- 5d e—2f 

x el damn X ; 
g—4k lL— 2m Ut 4m 
g+ Ll — 3m nd 25m 





De —; Xi X 
6. (at!/) (at 2);  (bHNb —2  (eH1!/o) (eH!/3) ; 
(dane) (dt 210), Erne sen late: 








d: 2a Jb 3c — 4d 4d — 2e 
Dash 3 — Od Ad + 3e 
X Et he Shae ecn nie 
Died Ape d 20p — 3q 
2p — 3q l4p + 2q 20p + q 








Xx ) Xx ) GTE mend 
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8. (3x°— 1(3X2— 15); (5X2— 225 HP); (Ax°y2— 142 H-7); 
(Ap —5qg" (4p+-70°); Bp —164°3p"H-120°); (6pq-5r)(6pg—2r). 

9. Onderstreep in .de volgende producten de gelijke termen; 
voeg die bijeen tot een eenterm en ontwikkel daarna: 











ad-bd-c | atb 4c 

atb 2 ad-b— 7e 
Pe SS Ne: 

a—bJ5c a— 2b—5c 

a—b—C a—2b + 6c 
X ; een 





10. (at b—c) (abc); DEE z) (X — 2y — 42); 

(Ots 0 heet 0) (ar betr db et de 
Il. (ab te(atb—ce); (a—-bte—d(latbtet-d); 

(atb d-c}(a—b—e); (2a-3b—3CcH-d(2aH-3b4-3c+H-d). 
12. (atb Hc) (abt 2)}; (Za — 2a —5)(3a* Ha —5); 

(a—b—5c)(a—b— 3e); (Fa? — 2a — 5) (Za? — 2a + 6). 
tie INE le VE OI At ad an Ln ED 

(a—b-4(a—b—17); (A2 2a + 11)(a? + 2a 4-7). 
14. Ook nog: 

(a° — a°b — ab° + b(a? + a°b + ab? + b°); 

(2ab — a? — b° + C° (2ab + a° + b° — Cc”); 

(laate Gl eten Ome de O0; 

(dei dab ten datb Set-d(a bed). 
LomEierleid. 

Gn Stat) Dart den 1) ot or De ete Dodi): 

(2a + 5b)" — (2a + 5b)(a — 3b) — (a — 36)°. 

(a? + ab + b°(a? — 2ab + b°)— (24° + ab— b°(5a* + ab—b®). 


S 59. Leest men formule (5) aldus: 
AP + (Pp HQ) AH pq = (A + P(A +9), 
dan zien wij, dat een drieterm van de gedaante 
A2 + mA tn 
te ontbinden is, als men er in slaagt n in 2 factoren te 
ontbinden, waarvan de som m is, b.v. 


in 


es 


14. 
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a° J-5aJ-6 —=ad(2 4 3ad-2.3=(at 2(a +3). 
Xx J- 8x +- 15 =H (3 F5) H3.5 == (XF IX F5). 
x—llx10 =H (— 1 — 10) + (— 1(— 10) = 

a —a—9% == A? H-(— 10 + 9a + (— 10)(H 9) = 

== (a — 10)(a + 9). 

(24)? + (— 2— 5)(24) + (— 2)(— 5) = 
(2a — 2(2a — 5). 
( ( 
( 


4a° — 14a + 10 


Oa? — 6ab — 8b? 


34)? + (2b — 3b)(3a) + (+ 2b)(— 4b) = 
3a — 4b)(3a + 2b). 


OPGAVEN. 


60. Ontbind in factoren: 


. A?+ 8at12; 2. XJ 20xH75; 3. y° — 10y + 16; 


a° J-15a + 44; Valo Oden aanb d 


p + Ip 6. y— Ty 8. m° + 3!/gn + 1. 
q—17g +70; 5. a? — a—30; 6. m* + Tm — 30; 
p*— 3p— 10; a+ a—30; m° — 1m — 30; 
p + 3p— 10. a — 11a + 30. m° — 13m +- 30. 
a J-5ab-6b°; 8. a° + 6ab —16b°; 9. 4a° — Za — 20; 
a” — ab —6b°; m— 4mn— 12n°; Qa* J- 6a— 8; 
a+ ab — 65. p° —26pg-25q°. 25a°+-15at- 2. 
44° —12ab—71b°; Ma*+3ab—2b?; 25a°J25a— 6. 
44” — 14ab — 186°. 12. 4Am?n — 16mn° + 15mm; 

Om® — 15mn — 14n°; 3a°b + 84°b° + 4ab®; 

16p? — 48pq + 359; — 2p°qg — 3p°q° + pg°. 


(a d-bP Ha H-b)H-2; (3m 2n) — 33m + 2n) — 10; 
(a — b)} — 5(a —b) +6; (2x — 3y)° — 17(2x — 3y) + 60. 
a +- 4ab J- 46° + 5a + 106 +4 = 

— (a° + 4ab + 46°) + 5(a + 2b) +4 = 

== (a + 2b)° + 5(a +2) 4 ==... 

Kin It Vichte Di 

pus2pqjeg tp 185 

a° + 6ab + 96° + 5a + 15b — 24. 
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15. p° + 8pg + 169° + pt 4q —6; 
a° — 6ab + 9? — a + 3b — 20; 
Aa? — 20ab + 256? — 6a + 156 — 40. 
16. x2 + 10xy + 25y° + 5xz + 25yz + 62°; 
Op? — 12pq + 4q° + pr — 2gr — 2r°; 
4a® + 12ab + 9b* — 12ac — 18bc + 5. 


S 61. Als men vermenigvuldigt: 





2x + 7 Xx — 5y ax +b 
SE Ox + 2y cx +d 
6x° + 21x 9x? — 45Xy acx’ + bcx 

— 10x — 35 + 2xy — 10y? + adzx + bd 





6x H1lx—35 IX? — 43xy —10p? acx? H(be tad) xt bd 
dan blijkt, dat het product van de twee uiterste getallen ook 
gevonden wordt, als men de middelste termen van de gedeeltelijke 
producten met elkaar vermenigvuldigt: 
6 (— 35) =21 (—10); 9(—10)=2—(45); ac X bd=be X ad. 
Bij de ontbinding van 6x? + 11x—35 is het dus zaak het 
product 6 (—35) te ontbinden in factoren, wier som +11 is; 
de ontbinding loopt dus parallel met die van 8 59. 
Voorbeeld: 2x° H- 5x H 3 —=2x° HJ MX H IX H- 3 = 2 (X + 1) + 
+3 (Xx +1) =(2x + 3) (Xx + I). 
3x° + 10x J- 83° H 6x + 4x HB == ZX (X H- 2) + 4 (Xx +2) = 
— (3X + 4) (X + 2). 
2y* — 13yZ + 152? —= 2? — 10yz — 3yz + 1522 —= 2y (y — 52) + 
— 32 (y — 52) =(2y — 32) (y — 52). 


OPGAVEN. 


Ontbind: 
3a? +17a +10; 6p°+1ipg + 4; 5a + Vab— 22. 
2p? + Tp + 3; 2a°+1labt 56°; 7a*—15abt 2b2. 
Om —1llm- 3; 2a°+1lab412b°; 124°—16ab— 362. 
154? — 4a — 4; 5a?—1l7ab+12b°; 15° + 2ab— b2. 
84? —14a —15; 10x°—17xy + 3y°; 14a°—39ab + 1067. 


nd een hi ken 


92 


S 62. Verschillende veeltermen kunnen ook nog in factoren 
ontbonden worden, door ze eerst tot drietermen terug te brengen 
en daarna volgens S 59 te ontbinden, b.v.: 

x° H- 3Xy + 2y° — BX — 13y H- 15. 

In dezen veelterm komt x? voor; daarom zullen we rangschikken 

naar X: 
x2 J- (3y — 8) Xx + (2y° — 13y + 15). 

We hebben nu een drieterm verkregen, die ontbonden kan 
worden door 2p? — 13y + 15 te splitsen in 2 factoren, waarvan 
de som is 3y —8. 

DV en atd 2 LON IV olen 
—(2y —3)(y — 5). 

De som van deze factoren is 3y —8, we hebben dus de 
gewenschte factoren verkregen, zoodat de veelterm te schrijven 
is als het product van: 

(xy —5) en (Xx + 2y — 3); 
dus: 
x° F 3Xy + 2y° — BX — 13y + 15 = (X Hy — 5) (X + 2y — 3). 


OPGAVEN. 
Ontbind: 
1. XA xy 2x 15; A — ZX —6X + 12y H 8; 
2. XA Xy HX 22; x° J- 4xy — 10Xx — 20y + 25; 


3. Xp TAI Ty 10; X°H3Xy — 10Xx + 2213 H-21; 
A. X—3XYH-2XH-2p2 Ty 155; X° + Xy — Oy? + 5yz— Z. 
S 63. Ontwikkelt men (a+ b) door (a+ b)’ nog eens met 
atb te vermenigvuldigen, dan vinden we: 
(a + b)? = a? + 2ab + b? 
atb 


a’ + 2a°b + ab? 
ab +- 2ab° + b? 
(a Hb)? =a® + 3a°b + 3ab° +6. . „ . . (6) 





Xx 
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Daar a —b=at(—b), vinden we door toepassing van 
formule (6): 


(a—bp=laH(— bat 430 (—b) + 3al—b) +(— 6)? 


(a—b)=a —3ab tabe bt (7) 
Men heeft dus: 
(A + B)3 = AS + 3A2B + 3AB? + B® 
(A —B)* = A° —3A2B + 3AB? — B5. 
Voorbeelden : | 
(2a + 36)? —= (24)? + 3(24)°(3b) + 3(24)(3b)? + (36)? = 
— 84° +4 36a°b + 54ab® + 2767. 
Gp — 29)? — (Sp) — 3(5p)(29) + 35p)(29)° — (29)° = 
== 125p* — 150p°q + 60pq’ — 8q°. 
OPGAVEN. 
Ontwikkel: 
el ey); GN End 
2. Gm n); (SA) a (Die el) 
Sletkarilppe MOE n AD  lE re HNE Sten a 
4. vx it zi lee (CE En Ale GEE Een Bin (xatit-xel), 
5. (at-1)(a—1); (ad-b—ce; (a—b—ce)}. 
6. (adi (a) (2x H 39) (2x 43) 


S 64. Door formule (6) en (7) te schrijven in de gedaante 
a+ 3a°b + Jab? + be—=(a tb} 
kunnen wij weer enkele soorten veeltermen in factoren ontbinden. 
Deze veeltermen moeten dus bestaan uit 4 eentermen, waarvan er 
2 derde machten moeten zijn en de beide anderen 3 X het 
vierkant van het grondtal van de eene derde macht X het grondtal 
van de andere derde macht. : 


Voorbeelden. 
274? + 54a°b +4 36ab° 4 86° = 
== (34)? + 3(34)(2b) + 3(34a)(25)° + (26)? =(3a + 256)? 
125p® — 105p°q + 60pq* — 8q’ = 
— (5p)° — 3(5p)(29) + 3Gp)(29)° — (29)° = Gp — 20)’. 
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OPGAVEN. 
Ontbind: 
|. a? H- 3a° + 3a +15 xe — 3x + 3Xy — y°. 
2. XS H6x° + 12X + 8; p* — 6p°q + 12pg° — 8q°. 


3. Sm —12m*n4-6mn —n; 216p? + 108p° + 18p + 1. 
A. 8X°H60x°pH-150xy° 1259; (atb) H3(ad-b)e-3lad-b)e?+-c?. 
S 65. Wanneer we het product van a° — ab + b? met a+ b 
ontwikkelen, vinden we: 
a — ab Jb 
ad b 
a° — ab + ab” 
+ ab — ab° J- b° 
q° En b? 
en bij de vermenigvuldiging van a° + ab + b* met a—b 
a+ ab + b° 
Oran 
a? + a°b + ab? 
— ab — ab —b° 
q° Ea b? 





We hebben dus de formules: 


(A +B)(A2—AB+B2)=A+B3 « . . . (8) 
(A —B)(A2+AB+B2)=A?—B? . :« . . (9) 


i.w. Wanneer we de som van 2'getallen vermenigvuldigen 
met de som van de vierkanten dier getallen, verminderd met het 
product van die getallen, dan is het product gelijk aan de som 
der derdemachten van die getallen, 

en: 

Wanneer we het verschil van 2 getallen vermenigvuldigen met 
de som der vierkanten dier getallen, vermeerderd met het product 
van die getallen, dan is het product gelijk aan het verschil van 
de derde machten dier getallen. 
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Voorbeelden : 
(a 4-2) (a? —2aJ-4) =a +8 
(a — 2) (a? + 2a +4) =a —8 
(2a + 36) (4a° — 6ab + 9b°) = 8a? J 275° 
(mm? — mn) (mt + mn + m°n°) = mê — mn. 


OPGAVEN. 


S 66. Hoeveel is: 
Karin  l D: Ohe UA elen el DE 
(a +3) (a° — 3a +9); (2a — 3b) (4a° J- 6ab +- 96°). 
(2x + 3) (4x° — 6x + 9); (3a +- 4b) (9a* — 12ab + 166). 
(Xx —5y) (Xx° + 5xy + 25y°); (a° + 0°b) (a° — a°b + a*b°). 
(5m +- 2n) (25m — 10mn + 4n°); (a” — a”) (a + am tr Ha), 
Cox — U) UL at di); (PPT) (PPP HE XP). 
(ax H-bx") (APX — abx rb); (a°be—e?) (a°beHab e+ C°). 
(a — b) (a? + ab + b2) (a? — ab J- b°) (a — b); 
(a? + b2) (at — a°b? + bf) (a? — b°) (at + a°b° + bf). 
9. (a—b) (a? + ab Hb?) + (a Hb) (a* — ab + b°); 

_ (2a + 36) (4a° — 6ab +- 9b°) — (2a — 35) (4a? + 6ab J- 96°). 


de eh A md 


De 


Vul het ontbrekende in: 


10. (Xx +-y) (A )= 2x Hy. 
(Xx +) VEN, ) = (Xx +). 
O5 td U A WE 8 en 125 
(Od aD A EE. ) =a° + a°b® 
11. (1 —q) (Rt Miek he Ek 
mt Menan NO OR we 
(te EM (An as jr — yon 


S 67. Door formule (8) en (9) aldus te lezen: 


a’ + b?=(ad-b)(a* — ab + b°) 

a — b?—=(a—b)(a° + ab + b°) 
zien we hoe een tweeterm, die bestaat uit de som of het verschil 
van twee derdemachten, in factoren kan ontbonden worden. 


en 


Voorbeelden: 
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8x? — 27y? = (2x — 3y) (4x? H- 6xy + 9y°) 
640? +125 — (4a + 5) (160? — 20a + 25) 


Ontbind: 
Pedi 
8p* — '/80”; 
qQ° ee beds: 
8xy° — x*; 


OPGAVEN. 
27p* — 8q°; x° — 8yö; 8x° + 125y°. 
xe ak ys; pe si y2; xn — yen, 
xi2 mes er B xiè Je Vezi Ke Vn 


3a*b + 24ab*; 40a®be —5bfect; Gatb? + !/ab?, 





MERKWAARDIGE QUOTIENTEN. 


ONTBINDING IN FACTOREN. 


S 68. 1. Het verschil van twee gelijknamige machten is 
deelbaar door het verschil der grondtallen. 
Bewijs : 
Om te bewijzen, dat a” — b” deelbaar is door a — b, zullen we 
de deeling uitvoeren: 
irt, a” ratje 
a” — a””lb \ 
Rest = + a”b — b” 
Daar bij elke deeling: Deeltal = Deeler X Quotiënt + Rest, 
kunnen we hier dus opschrijven: 
a” — bb" =(a—b) X al + artb— b”. 
| == (a—b) X art + b(art — brt). 
Deelen we beide leden van deze gelijkheid door a — b, dan 
krijgen we: | 
nn n—l __ hn—-l 
nT dn 
a —b* is dus deelbaar door a —b, als a”! — b*-! er door 
deelbaar is. Maar nu is het duidelijk, dat op zijn beurt a”! — br! 
deelbaar is door a —b, als a” — b”-* er door deelbaar is, enz. 
Door herhaalde toepassing van dezelfde eigenschap worden de 
exponenten steeds één kleiner en ten slotte komt er: 
a*— bt is deelbaar door a — bb als a° —b? het is, en dit is 
werkelijk deelbaar door a — b, want volgens de formule (9) op 
blz. O4 is: 








a° — b° == (a—b(a* + ab + b°). 
Het gestelde is nu dus bewezen. 
P. WijpveNes en Dr. D. pe LANGe, Algebra I, 8e druk. 7 
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Om het quotiënt te bepalen, redeneeren wij als volgt: 








a. — hb” | an! ee, brl 
a nn—l dbs 
EE Kidadr a—b 
ee HE rr ea 
(0 J b ja EEn b X ne, Tbr 
EE hs, ik 8 qr? em OE denn 
alt arb Jb X Tree 
ar en br—3 
== q-1 ie ab Le ab? En be X Eef == 








=P He Qb HQ"? A atb H- be X Tj 


CIZ: 


We zien, dat de termen van het quotiënt allen van den graad 
n— 1 zijn; verder, dat bij den laatsten term de exponent van b 
telkens met 1 toeneemt en die van a%*— b”* telkens met 1 
afneemt. Wanneer we dus nog een stap verder gaan, dan wordt 
de nieuwe laatste term 

q—s en br—5 
POTTER 


Ten slotte zal er nu een term komen: 





maar hiervoor kunnen we zetten: 
D"-3 X (a° + ab + b°) 
of ab d qbr2 Lbr, 
Het quotiënt Is dus: 


art Jb + ADH... 
J aPb"S LH abr HBr, 
Blijkbaar is het quotiënt dus homogeen en van den (n — I)sten 
graad; alle termen zijn positief en de exponenten van het eerste 
grondtal nemen telkens met 1 af‚ terwijl die van het tweede 
grondtal telkens met 1 toenemen. 


Voorbeelden : 


UD att ab U? Hal Hb. 
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Drin —a Jab ab? J aPbì J atb + a°b° + abe Jab Hb. 
6p* — 4 4 
| 5 — Ee me Gr =(2p)H(2p)G0)H2p)(39)"H(39) == 
— 8p° + 12p°q + 18pg? + 27q°. 


S 69. IL Het verschil van twee gelijknamige even machten 
is deelbaar door de som der grondtallen. 


qr — dre ben k h qr — (— ban 

PAEAEN mogen we ook schrijven: di 

Nu kunnen we echter het 1° merkwaardige quotiënt toepassen, dus: 
erv EN 

a E En =O PP (— b) Ha (— bd Art (—bP H 

dd (bj Hal — be? RN bon 

—= on ER qr —2b Een qa—Sb? de atb? J.. 
ODD Dn 

Het quotiënt is weer homogeen en van den graad 2n —1; de 

termen worden op dezelfde wijze gevormd als bij het 1e merk- 

waardige quotiënt, echter hebben zij afwisselend teeken en wel 

positief, als de exponent van b even is en negatief, als deze oneven is. 





Bewijs: Voor 








Voorbeeld : 
gehe 8 
her a° — atb + a°b° — afb + abt — LP. 


S 70. IL De som van twee gelijknamige oneven machten 
is deelbaar door de som der grondtallen. 








Bewijs : 
q2n+1 =e khan uE, Als Ea! LATES 5 
Eb (volgens het 1e merkw. quot). 
— q2n En qen— I(— b) nn qr? (— b)? En qen—s (— b)? En 
BNP HAA — bal — bt H (br = 


ed Oe En OE eld: 
ten rel en le, 


Dezelfde opmerkingen over den graad en over de wijze van 
vorming der termen gelden ook hier; de teekens der termen zijn 
afwisselend en weer positief of negatief naar gelang de exponent 
van b, die in den term voorkomt, even of oneven is. 
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Voorbeeld : 
jr E 4 =P — ab + atb? — Pb + a°b* — ab? + bi. 
Opmerkingen. 1e. De som van twee gelijknamige even 
machten is niet deelbaar door de som of het verschil der 
grondtallen. 
2e, Het aantal termen van elk quotiënt is gelijk aan den graad 
van het deeltal. | 
3e, De termen van het quotiënt hebben alle hetzelfde teeken, 
als er gedeeld wordt door het verschil van de grondtallen en 
afwisselend teeken, als er gedeeld wordt door de som der 
grondtallen. 
4e, De beide laatste merkwaardige producten: 
a —b°= (a —b) (a? Jab + b°) 
a+ b? == (a + 6) (a — ab + b°) 
kunnen ook als toepassing der merkw. quot. behandeld worden, 
en moeten dan aldus geschreven worden: 








A0 er De , 

maer + ab + b° (le merkw. quot). 
8 3 

En == a — ab Jb? (3e merkw. quot). 


OPGAVEN. 


S 71. Wat is het quotiënt van: 
Jb a*— bt at — bt tad EN 














EET AT 
„Ba, 1ba—Blbt Sla 6255 
RK 2a—3b ’ 3a + 56 
5 a be ar be a — biz | 
ab ’ a —b a — b° 
He AFS OL TAN ONO CC 
atb’ a*—bt’ (Xx Hy) —z 
DEED EE MN PN 
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6 DT yr+2 xp+3 + Ve 
a; ser ntt 
kl XF 
> xam +6 __ vanag xam+6 Ale hens, 
| Lita? Te, 


S 72. Wanneer men op de drie merkwaardige quotiënten den 
regel: Deeltal = Quotiënt X Deeler toepast, dan komt er 
On ede bot La Jb et, 
‚ de, red gb? Lbr). 
an — Dr (ad bart — arb HSL. 
en ANS Le gher 2 — bErTE). 
qen+1 J b@n+1 rn (a + b)(a?” en q=ib + gan 2b? th 
ad br? aber Lb). 
We hebben hierin een middel om tweetermen, die geschre- 


ven kunnen worden als de teller van een der 3 merkwaardige 
quotiënten, in factoren te ontbinden. 


Voorbeelden : 
a° —b°=(a—b)(at + a°b + aPb* + ab° + b*). 
a — be —= (a —b)(a? + atb + a°b° + a°b? + abt + b°), 
of ook: 
—= (a + b)(a® — atb + ab? — a°b? + abt —b”). 


Deze beide laatste ontbindingen waren dus blijkbaar nog niet 
afgeloopen. Om de 5® graadsuitdrukking te ontbinden kunnen 
we de termen 2 aan 2 nemen, b.v. aldus: 

(a? H afb) + (ab? + ab?) + abt Jb) = 
— (a +6) + a°b(a + b) + b(a + b) = 
—= (a + b)(at + a°b° + b*) = (a + B) (a? + ab + b°) (a? — ab + b). 

Veel eenvoudiger loopt het echter, als men a° —bê als een 
verschil van twee vierkanten schrijft en het dan volgens 8 48 
behandelt. 

ae — be —= (a — b3)(a? ae b3) De 
—= (a — ba? + ab + b'(a + b(a® — ab + b°). 


102 


Opmerking I. We hadden a°—b® ook als een verschil van 
2 derdemachten kunnen opvatten en dan volgens het 1® merk- 
waardige quotiënt ín factoren kunnen ontbinden. 

Opmerking II. Wanneer men een tweeterm kan beschouwen 
als het verschil van 2 vierkanten, dan is deze manier van ont- 
binding in factoren boven elke andere te verkiezen. 

















OPGAVEN. 
Ontbind: ' 
1 afd Die 84° +1; 8a° + 125. 
2. 27a° — 64b°; xt —yS; Xx — ye. 
3. Xx Hy; 32° + b°; 32a° — b. 
4. a — be; a°— bè; (a+ b —. 
5. @F(b— Ce); rn tente De OG 
6. al? — Oe qie + bie: ql2 eli bi. 
S 73. OVERZICHT DER MERKWAARDIGE QUOTIËNTEN. 
22 
Model 1. 4) S= a+ b. 
3 hd 
DE hab tb 
q* ms, b* 
c) raed’ —= a + ab + ab + b. 
a) Er zat atb HP Hal Hb. 
a° — be 
) patta? Hb H abt Hb. 
es 
Model IL. a) En =p—g. 
4 ___ nt 
Dg Pod. 
ii Cn q 2 2 
rra tar id ear er 
d ibm TA RONDEN Ale eee an 
d) RT el rene Tiet Da ame a Hante Taen 
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33 
Model II. a) se zi xy ty? 





Xr y 

and 2 
b = Xt — Xx xy — Xy° k. 
EEn Varan rh 
en 





== Xe — xö xiy2 — xy x-yt — Xpo 6, 
zoen 5 ln Jr a ti 


S 74. Voor we de gemengde oefeningen over ontbindingen 
geven, willen we nog wijzen op de verbinding van een paar 
modellen (zie de vraagstukken 17—20 blz. 83) nl. Ill en Il (zie 
blz. 104) bv. 

at + ab? + bt == at + 20°b° + bt — ab = 
—= (a? + b°}? — (ab) = (a + ab + b°(a* — ab + b°). 
Xt — AX? + 36yt —= xt H 12X°p° + 36yt — 16x°° = 
—= (XP + 6)? — (4x) = (X° + Ax + 6 (X° — 4xy + 6y°). 
Axt + 8lyt == 4x + 36Xx°p? + 81y* — 36Xx°y° = 
— (2x? + 92)? — (6x) = (2x° H Oxy + 9(2x° — 6xy + 9”). 

Eveneens de verbinding van de modellen Vl en V (zie blz. 104) 
b.v. Xx H 32 H IX — == Xx HIA HI H 1 2 (HI = 
{Xx +1 — IX HX HI + IX +3 HI) = (4 — 2(X° H5Xx + 13). 
a° + 3atb? + 3a°b* — Th == af + 3atb? + 3a°bt + be — Bb = 

(a? + b°P — (26° = (a° — b°(at + 40°b° + 76°) 


OPGAVEN. 

Ontbind: 
stie La Oste des Oakland asten 
2. a*— 5a°b° + 4b*; a° + atbt + bö. 
3. x* + 4y*; a + 4atb* + 166°. 
4. xt + 4xy + 16p*; Ax* — By H yt. 
5. x* 9x? J 25y*; Oxt J 29x2p? + 25y*, 
DD LOD 00; xt + Jp? F 4yt 
TNG ZOU bief=36 05; ale + a®b8 + DE. 
8. a° + 3a° + 3a + 65; X° —3Xy + 3Xy* + 26y°. 
9. x + 6x° + 12x — 19; — Tp° — 6p?q + 12pg’ — 8q° 
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S 75. OVERZICHT DER ONTBINDINGEN IN FACTOREN. 


Model 1. \ 
Model II. 


Model HI. 


Model IV. 


Model V. 
Model VI]. 


Model VII. | 


1) 


3) 


a) 
6) 


a) 
b) 
c) 


a) 


b) 


a) 
b) 
c) 


mp + mqg=m(p tg) 

mp + mq + np + nq = (mt n)(p + g). 

at —b=(a + b(a—b). 

at 240 rbe (dre 

a2 + 2ab + 2ac + bebe Het=(latbtCe) 

Bijvoeging tot een kwadraat; zie 8 74. 

a? + 16a +63 = (a + 7)(a +9) 

63 ontbinden in twee factoren, die samen 
16 zijn. 

ax? berde; ac ontbinden in 2 factoren, 
wier som b is. 

as3abit Jaber bee (ako) 

as + bs=(a t b(a? + ab + b2). 

a” — bb" 

a2n Is ban 


ant 1 g2nti, Zie de merkw. quotiënten. 


Hieronder volgen eenige voorbeelden van elk der modellen, 


OPGAVEN. 


Ontbind in factoren. 


la. 


2p°q + p° 
Aa — 164a°b 


AX IX — Xx 
xXx — 2x J- 2xy° 


Ib. 
2) 6x° + 3Xxy — 2ax — aj 
ax° + bx° J- 2a + 2b 
2x* — XS TJ Ax —2 
ax — bx + by H- Cy — CX — Qy 


2d —6e*d* + 2d. APX + abx + ac + aby + by + be. 


I. 
25y* — 4z° 
ze — 121 
Ax°y° rd ab? 
25m — 64n° 
Ox* — 25y*, 


II. 
4 dp 
Aiden 
m° — (n + p)°. 
Am“ — (2n — p)° 
(Sa — 26)? — (2 — c}?. 


Illa. IIb. 

5) 4x° — 12xy + 9y° 6) a + b° + Cc? + 2ab — 2ac — 2e 
4a°b" — 12ab +9 a + b? + c? — 2ab — 2ac + 2be 
at — 4a°xy + 4x°y° XC — 4Xy + 2x2 Ay — Ayz + z° 
1 + 6xy + 9x°y° An t0 dei 4pg — Apr J 2gr 
m° — 12mn + 36n°. ke HLH mt — 2E + 2m — 2m. 

IIc. IVa. 

7) at + a°b° + b' 8) a° + 10a + 24 
m* + 4m°n’ + 16nf b°— 116 + 28 
9xt — 15x° + 1 C° — 14c + 48 
a* + 3a°b? + 4b* x° + 9x — 36 
x* — 28x°y* + 36y*. y*— 17y* — 60. 

IVb. V. 

9) 20° +7Tb +3 10) 52+ 126 J- 486 + 64 
36° — 116 +6 8a® + 12a°x + 6ax° + x° 
22 Hy —15 8x° — 36x° + 54x — 27 
28 + 3lp—5p? * 27a® — 108a°b + 144ab° — 646° 
15 + 16q — 15q°. XS 3 (y +2) H3X(y +2) —(yd-2). 

ME VII. 

11) 64 — pq” he 

343 — y° 32x° + ple 

b2 + 729 Ken 

x° H- 1259 xd 1 

125a° + 1. y' — 12827. 

GEMENGDE ONTBINDINGEN. 
S 76. 1. x*—5x +4; | (a + b)° — Bela + b) + Ge? 

2. ax t-xhatl; ab — a — bd. 
3. a? Jb? + 20°b + 2ab°; a — bb? —5ab + 5ab”. 
A. aA 4ab HAB? — 2 + Ged — 9; 

4a° — 4ab + b° — 9 + 12ed — AÁ. 
5. 6at — 1302? + 6b*; 15x? + xy — 22. 
6. a*— Ta?b° + b*; | Ap* — 21p?q? + g' 
7. a°+2a° + 2a +1; a° — 20° + 2a — 1. 
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8. (a? —b? — C°)? — 4b?C?; 4a* — 13a°b* + Ob*. 

9. x*— 10x° +9; a* — ab + ab? — bt. 
10. (a? —7a + 10)? (a? + Ta + 10)? (a? — 3a — 10)? 
11. 4a°b° — (a? + b2 — C°}; at — 6a°b° + b*. 
12. 2—2xy Hy2 Hilly 4-30; Vor? + P/axy + 4xy? +87. 
13. a? — bì0; a + 3295; xe + ye, 
14. Xx? 4 9x? — 22x°; ye XZ — 2. 
15. X 5x Hx—5; a°— b° — be —aC. 
16. x° + 2x — 399; 4x° — 16Xx — 209. 
17. 4(ab + cd)? — (af + b° — Cc —d°)°. 
18. 4x? — 4xy + y° + 6x2 — 3yz — 1827. 

19. 3x —17xy + 10y°; Tx? — 33xy — 54y”. 
20. al — b!6; gên — bôm; aöp J blog, 
21. xt — 11? + ys; xt 23X° +1; xe — 3x a + a*, 
22. 15x*y — 4x?y° — 4x°y°; 75xy?° — 130x°y* — 9x°y”. 
23. ADP) Fy (ARDEN kine As 
24. (atb? —8(atb)(e td) H15(CHd?; ax Hbxhatb. 
25. ax + by* + (a + b)xy; at + a°b° — bee — ct. 
26. 1 — abx? + (b — a2)x?; a? + acd + abe + bd. 
27. 4a*(a —b)? — b°(a + b)}°; 1 + 18x — 63x°. 
28. (x° + 3x)° — (3x° + 1)2; Xyp +1. 
29. Ind ionln + 1) + “en (n + 1)(n +2). 
30. m(m—l) + 2mn + n(n—l). 
31. m(m—l) (m2) +3m(m—1)n + 3mn(n— 1) + n(n—1)(n—2). 
32. Xyp xp zl; (DHC — APH (ec da) —bH(atb)} Cc. 
33. (n +1) nt; (b—ce)Xx +(ec—a)XxHa—b. 
33. (ad bc} + a? — be — Ce; 
34. (atb tc}? + a° —b2— Ce; | 

2(a’ + 65) — ablas + b°) (2ab — 3a° + 36°). 

35. xepts en x2p+l + 2x ; ant sed 4Aq2n-! Je 4Aq3n—t, 
36. aPTX H 20*b4 — 2aPby — Ab; qr — ar ShrS — ab + br. 
37. art? + ar+°p10; aër — ba; xom Lyn, 
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DERDE HERHALING. 


S 76a. 1. Vind voor a=0, b=1l, c=!/,, d== — 1 de waarde 


10. 





ee 
Ontbind: 
a). 3x 43 F(x F3) — 44. 

b) ab? + be —b? — a°C. ; 

c) (m° — n°)t — mn(t” — 1). 
Bepaal de factoren van: 

a) ab + ac +a° — dd’ — bd — cd. 
b) (xy —6 — (xy — 4) (xy — 9). 
c) 21(1 — x°) + 40x. 


. Eveneens van: 


a) 36 + 7x° — 4x“. 
b) x(3x— 2) —p(3p + 2). 
c) ab° + alb — a°) — ab. 
Een vierterm, dien we X noemen, is deelbâar door x— 2; 
het quotiënt is 2x° — 11x + 5. Bepaal alle deelers van X, 
zoowel die van den eersten als van den tweeden graad. 
Ontbind in factoren: 
X° —y" —6xH8y—7, (Laat eerst —7 weg en zie met 
welk ander getal x° — 6x.... een volkomen kwadraat levert). 
Ontbind nu ook: x° —y* + 8x + 2y +15 en 
X° — y° + 10X + 6y + 16. 
vie, oeh. 
On 3 
b) A4Ax—[13x— 316 — x— (4 — xXx) =0. 
A en B hebben samen f 3,60; nadat A en B beiden wat 
uitgegeven hadden, maar B slechts de helft van A, had elk 
30 cent over. Hoeveel had elk eerst? 
Deel !/ix® — lex + fax + 1/9 door fox + 1/3. 
Vermenigvuldig eerst beide met 12; ís nu de rest ook goed? 
Ontbind: a) a“(a + b) — b(a — bb). 
b) 99a(a— 2b)° — 4b(2a — b)°. 
c) 75a(a + b)? — 484 (— a + b)°. 








Los op: 4) ket 


BE 


12. 


Eek 


Zet 
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Bepaal het quotiënt: 
(Se LADE AD) Oera 
3x? — 8Xxy + 5y? 
x9 te Jd: 5 x —y 8 xt en y* 
xy mn) Kinde 











Schrijf als veeltermen a) 


en tel de uitkomsten op. | 
Verminder (m +- n)x + 2m(n — 2y) met m(3n — 2y + Xx) — nx 
en trek daarvan nog af m(n + 2y) — 2n(x + y). 
Ontbind: a) c? + 9d? — 4°) + 6cd 

O0) (lr 

c) a°b* — 8labt. 
Bereken voor a=1l;, ba, C—= 3 end !/s detwaarde van 
a — [2a — 3b — $4a — 5b — 6e — (Ta — Bb — Ie + 10d)/]. 
Ontbind: a) 4x(x— 1) — 35 

b) 15p° — 16p— 15 

C) IX? — 24xy — Iy?, 
Wat is meer: 

a° + 3(a — 2b)° of 3(a — b)° + (a — 2 

Vereenvoudig: 


Q) Elen UI Glen c)'(x)° b) ES OONK 
54) (be ex)? — 64) — be)? (c'd) 


Ontbind: a) 72x° —1) —17x 
9 ] 2 
) Flatt 


c) (atbtetd}—(a—b+e—d). 
Deel zoo eenvoudig mogelijk (a? — be)? + 86° door a° + be. 





. Ontbind: a) 10m* 4 m°n° — 21nt 


b) Xx — n°” — 4m° + 9y* — Amn — 6xy 
c) afb° — cl. 


. Bereken x(y + 2)° + y(z2 + x)° + z(X + py)" — 4xyz en deel 


de uitkomst door (Xx + y)(x + z). 


Wat is het quotiënt van 
(3x° — 4x + 6)? — (2x° HX — 1)? door x° 4x 1? 


24. 


2 


26. 


27 


28. 


29. 
30. 


01 


52 


85; 


34. 


sle 
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Ontbind: a) a? — 2ab — 11/,b° 
5) 16x%p? — 36x2y3 — 90xy* 
c) 4a* — 37a°C + Mt. 
Waarin gaat x° Jy 2z*—3xyz over, als men voor y 
substitueert — 2y' en voor z neemt — 32’? 
Waarin gaat dit weer over als men x, y' en 2’ opv. ve EL 
door — a, — 2a en — 3a? 
Bereken zoo eenvoudig mogelijk: 
al) kel). 
XL 1 





Bewijs dat 

1) (24? — at 1} — (a? —a-2)}? deelbaar is door a? —1. 
2) (axd-by—ez}—(ext-by—az)° deelbaar is door (a—c)(x+-z). 
3) (axt-byt-ez)}t-(ex—byt-az)? deelbaar is door (at-c)(x+-z). 
Bereken: 


eyf edp PH a 2 (ey F2) 


Denk er aan dat men het eenvoudigst elk der vormen tus- 


schen de haakjes als een tweeterm beschouwt. 
Deel x° — 2ax® + (a° — ab — br + ab Hab' door r —(at-b). 
Herleid: 
ORO rrd) ete Se A 0) 
b) ala — 2ja— (a—3—a)i| 
c) 3a — [b + {2a —3(b Ha) — b{ + 2a] — 30. 
Los op de verg: 
x3 xl OS Xd 1 
TT SER ORT 
Deel xt J- xy2? + 3x°22 — Xp H- 22t door x° + 22° — xy. 
Rangschik beide naar afdalende machten van x. 
Bereken: Wola + b + ci (a — b)° + (b — Cc)" + (Cc — a). 
Bereken het verschil tusschen: 
(a d- B? + 3c(a + be + 3Cc (a + b) + C° en 
(bH- ©}3 + 3alb + €)? + 3a(b HC) + a°. 
Ontbind: a) (p° + 2p — 1) + (p° —2p— 15 
b) Vann — 3) lan(n — 3) — 15 — Woyn(n— 1) (1 — 2) (1 —3) + 
— l/on(n — 3) (n — 4). 








„GROOTSTE GEMEENE DEELER EN KLEINSTE 
GEMEENE VEELVOUD. 


S 77. Een vorm, die op twee of meer algebraïsche vormen 
deelbaar is, noemt men een gemeenen deeler van die vormen; 
de beide laatste vormen zijn dan een veelvoud van den eersten. 
Twee vormen, die een gemeenen deeler hebben, noemt men 
onderling deelbaar. 

Wanneer een vorm A deelbaar is op een vorm B, dan bevat 
B alle mogelijke ondeelbare factoren, die A bevat. Want als A 
deelbaar is op B, dan is B=C XA, waarin C een nieuwe 
algebraïsche vorm is (het quotiënt van de deeling van A op B); 
B bevat dus alle ondeelbare factoren, die A bevat. . 

Omgekeerd, als B alle ondeelbare factoren van A bevat, dan 
is A zonder rest op B deelbaar, daar men dan bij de ontbinding 
van B eerst die factoren kan afzonderen. 

Om na te gaan, welke gemeene deelers twee algebraïsche 
vormen hebben, behoeven we ze dus slechts in factoren te ont- 
binden, b.v. a° — abt en afb? — ab? hebben 3 gemeene deelers 
a, a—b en ala — b), zooals direct bij ontbinding in factoren 
blijkt. 

Bepaling. Onder den grootsten gemeenen deeler (G.G.D.) 
van eenige algebraïsche vormen, verstaat men den gemeenen 
deeler, die van den hoogsten graad is en de grootst moge- 
lijke coëfficiënten bevat. 

Dus is in het bovengenoemde voorbeeld de G.G.D. = a(a—b). 

We vinden nu gemakkelijk den volgenden regel: Om den 
G.G.D. van eenige algebraïsche vormen te vinden, ontbinde 
men die vormen in ondeelbare factoren en neme het product 
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der gemeenschappelijke factoren eik met den kleinsten 
exponent. 


Voorbeeld: Wat is de G.G.D. van: 
a(a + b)(a — 6); 
ab“(a + b) (a — b)’; G.G.D. = a(a + b)'(a — b). 
aba + 6)a — 6)'; 


S 78. Wanneer twee algebraïsche vormen A en B beide deel- 
baar zijn op éénzelfden vorm C, dan zegt men, dat C een gemeen 
veelvoud is van de beide vormen A en B. 

Het is duidelijk, dat C dus alle factoren moet bevatten, die 
in A en B voorkomen. Om dus een gemeen veelvoud van twee 
(of meer) algebraïsche vormen te vinden, ontbinden we die vormen 
in factoren en schrijven nu een vorm op, die alle factoren van 
die vormen bevat. 


Bepaling. Onder het kleinste gemeene veelvoud (K.G.V.) 
van eenige algebraïsche vormen verstaat men het gemeene 
veelvoud, dat van den laagst mogelijken graad is en de 
kleinst mogelijke coëfficiënten bevat. 

We vinden dus het K.G.V. door de vormen in factoren te 
ontbinden en nu het product van alle mogelijke factoren te 
nemen, elk met den hoogsten exponent. 


Voorbeeld: 
Van: a“(a + b)(a — b); ab(a + b}(a — b} en a°b(a + b)(a — b)* 
is het K.G.V.: a°b(a + b}’(a — b)*. 


OPGAVEN. 


S 79. Bepaal den G.G.D. en het K.G.V. van: 
beelSabren”124°be; 4Ap’gr en 16p°gr°s*; 

30a°b°ct en 45a*bc’x; PR ARPTZE MON ZINKEN AVS 

De ie ON rn eer Text pnlgp, 
2. a°bla + b}? en ab(a + b)(a — b)’; 

36p°gr°s(p + 9) (p — g) en 48pgrs(p + 9) (p° — 2pq + 40°). 


112 


3. ala? —b®, a? — bt en at — bf; 
2ab(a° — 1); 3a°b(a® + 3a + 2)? en aba? + a — 2)’. 

4. A°—a—6, a? +a—12 en a° +6a +8; 
a — Ta +10, a? —3a— 10 en a° — 25. 

5. a° + 6ab + 5b°, 24° — ab —3b? en 3a? + ab — 2b°; 
6a° + 13ab + 6b?% 24° + ab — 3b? en 2a? + 5ab + 367. 

6. 104° + 13ab — 36°, 254? —b? en 15a° + Tab — 2b°; 
ma” + (m + n)ab + nb?, 2ma? — (m — 2n)ab — nb? en 
ma* + (2m — n)ab — 2nb?. 

7. a +ab Hac be en a? + ab — ac— be; 
Q°— 2ab + b° +8a—8b +15 en a? — 2ab + b° — 25. 

8. a?—b° — be —e? en a° — 2ab + b° + ac — be — 2?; 
Oet 200 JO CEN ed UC 

9. 4a*—9b°, 2a°—Tab—15b°, 6a2+ab—12b® en 2a2—Iab—18b°; 
Ga? +3ab—2b°, 3a2—ab—2b?, 60°—5ab—6b? en 3a°—4ab—4b?. 

10. a°—a —atl en a — a? Hal; 
XX, XS HX HX HI en X —1. 

11. 6a* — 64a°b°, (124? — 126°)® en (a° — b°)?; 
3ab(4a° — 12ab + 96°) en 156°(36a° — 816). 

12. XPH 2 +1, XP HI en KX” — 1; 
KN DKNEE Je EN 


S 80. Om den G.G.D. te vinden van vormen, die niet zoo 
eenvoudig in factoren te ontbinden zijn, kan men met vrucht 
gebruik maken van de bekende eigenschap uit de rekenkunde, 
die zonder eenige wijziging ook geldt voor algebraïsche vormen: 
Een deeler van twee getallen is ook een deeler van hun som en 
van hun verschil; we breiden dit uit tot: en ook van het getal, 
dat ontstaat door het eene (zoo noodig vermenigvuldigd met 
een getal) met eenige malen het andere te vermeerderen of 
te verminderen, b.v.: Zoek den G.G.D. van 6x° + x—2 en 
2x? + 17x + 2; de som is 27x° + 18x == MXx(3x + 2); 3x H- 2 zal 
dus wellicht de G.G.D. zijn. Zoek den G.G.D. van 21x? + 17x + 2 
en 14x° —5Xx—1; tel het dubbele van den tweeden bij den 


ks 


eersten en we krijgen 49x° + 7x == 7x(7x + 1); waarschijnlijk 
dus Tx 1. 

Zijn de vormen niet van denzelfden graad, dan zal men 
trachten den vorm van den laagsten graad in factoren te ontbinden 
en deze deelen op den vorm van den hoogsten graad of den 
graad van den eenen verhoogen en dan het bovenstaande toe- 
passen, b.v.: Zoek den G.G.D. van x° — 3x + 2 en x° — 3x + 2; 
de eerste wordt (Xx — 1)(x— 2); deze factoren gaat men op den 
tweeden vorm deelen. Zoek den G.G.D. van x? — 4x + 15 en 
Xx HX 25; neem nu xt — 4x? + 15Xx en xt + x° + 25, wier 
verschil is 5(x’ — 3x + 5); daar deze onontbindbaar is, is hij 
misschien de G.G.D.; onderzoek of het waar is! 


OPGAVEN. 


S 81. Zoek den G.G.D. van: 

1. x°+4x—45 en 3x — 14x —5; 
24° — 3a—14 en 24° + 1la + 14. 

2. 3Xx°—8x 4, X° — 8x H 12 en 3x° — 2x — 12x + 8; 
XXL 14 —8 en X° — 6x J- 11x—6. 

3. 24° —5a* +5a—6 en 24° — 74° + 6a —9; 
7e H1le—5 en C° — 8 + 13c — 6. 

4, a* — 18a + 35 en a° —21la + 20; 
b° —67b — 24 en b° —76b — 96. 

5. 2m° — 3m? — 13m + 12 en 2m° — 13m° — 28m + 32; 
X° —8Xxy° + 3? en 3x — Bx y + y°. 

6. 24° + a°—8a +5 en Ta — 12a +5; 

3y* — Sy +1 en y°—8y +3. 

Zoek het K.G.V. van: 

Xx — IX — 10, X° — TX —30 en X° J Ax +3, 

. XX H2, 2x — KX —6 en ZX — UX]. 

„ 64° +a—2, 21? +17a 2 en 144° —5a— |. 

10. 3x? — 10xy + 3? 3X° — 4xy Hy" en X° — 4xy + 3? 
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BREUKEN. 


De 


S 82. In de rekenkunde stelt °/, ten eerste voor: een geheel 
is in 6 gelijke deelen verdeeld en men heeft daarvan 5 deelen 
genomen; ten tweede vijf eenheden, als één collectieve eenheid 
beschouwd, heeft men gedeeld door 6. Wil men beide betee- 
kenissen duidelijk maken b.v. met bladen papier, dan heeft men 
in het eerste geval noodig één blad papier, in het tweede vijf 
bladen op elkaar. Bij het 1e is 6 X °/, —= 30 zesden — 5 heelen; 
bij het 2e is 6 X °/, == 5, omdat de deeling door 6 onmiddellijk 
gevolgd wordt door de omgekeerde bewerking. De 1° beteekenis 
kan men niet langer gebruiken, zoodra breuken voorkomen als 
ZEN AG 
% 5 
breuken gemeen dan de schrijfwijze; het zijn in werkelijkheid 
quotiënten en stellen dus opv. getallen voor, die bij vermenig- 
vuldiging met °%/ en met —5 de deeltallen 2 en 15 opleveren. 


Deze vormen hebben dan ook niet anders met de 


Dus is 7 een getal p‚ zoodanig, dat °%/ X p = 2 en 5 is een 
À ZE 


getal g, zoodanig, dat (—5) X q= 16. 
De algebraïsche breuk 5 waarin a en b zoowel positief 


als negatief kunnen zijn, beteekent een getal x, zoodanig 
Hatr iis 

In 8 39 hebben we een regel gegeven voor de teekens der 
quotiënten; deze moet dus onveranderd overgaan op breuken: 
Als teller en noemer gelijke teekens hebben, is de breuk 
gelijk aan het positieve quotiënt hunner volstrekte waarden; 
hebben ze tegengestelde teekens, dan ís de breuk gelijk aan 
het negatieve quotiënt van hun volstrekte waarden; dus is 
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+4be —_x Aal ce „8 N 
bd EE Häxy — 5 rj e= +0 


Verder volgt hieruit, dat men een breuk MN 0 kan 
nemen door teller of noemer tegengesteld te nemen: 








is er rd 
(xt 22 (taxa 
A re HE) 


ve dri Gre 








S 83. De eigenschappen der quotiënten Qi: —Q; in 8 
(blz. 21 en 22) gelden natuurlijk alle voor quotiënten, die men in 
breukvorm heeft staan; daar is ook reeds bij enkele eigenschappen 
het woord breuk vermeld. Alleen zal men nog moeten bewijzen, 
dat deze eigenschappen ook alle doorgaan, als men te doen heeft 
AME. 
bbm bim 
we zullen nu aantoonen, dat men teller en noemer van een 
algebraïsche breuk- b.v. met —p mag vermenigvuldigen of 
door —p deelen: 


met algebraïsche getallen ; we nemen eerst: 





—d + a 
Tr ene NS 
ER en A A 
GN lijd bp b 
GO Ur CE On RE AR a 
Ge in (On) beep b 


Hebben (zooals hier) teller en noemer tegengestelde teekens, 
dan blijven ze tegengesteld, terwijl de volstrekte waarden van 
teller en noemer met p vermenigvuldigd (door p gedeeld) worden; 
er ís dus noch verandering in teeken, noch in absolute waarde 
der breuk. 

Deze eigenschap heeft men noodig om breuken te vereen- 
voudigen en breuken gelijknamig te maken; over het vereen- 
voudigen wenschen we enkel op te merken, dat men teller en 
noemer moet deelen door den grootsten gemeenen deeler; hoe 
men dien vindt, hebben we geleerd. 
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OPGAVEN. 
S 84. [ 
N;B:* Denkrenmaans dat en mier S DIV. à 
tl BANE „20 EEN ec EN 
1 — Xx ’___a—?2b (EE) 
Vereenvoudig: 
Zr (ab afb ar at 
— 7ap*’ b—a” —a—b’ rlaerd a” 
Pnt ENC LIE PE 
ODE Ute OAN nd (in Dlin 
3. (a — bj (e — 3d) 3 (min) (OER 
(b— ay (3d — Ct 17(mn — n)P(c — d)? 
AARESELLAO 00 ES ES LON AN 
BOD ne pe a° + ab’ a — AX 
Chem DN ee 
hr alg (Xx +F- xy)’ xl’ xXx — 16 
6 Lee li hd tn. sk 
herkiA A O 
7 QV nr OVAA AO IES an 
pts ak Xx — 9a° ” ASU en 
8 Or ZO OL ae en 
Pe DL 
9 Krt OM li OE On UR 
TX TX 12 124 —7a 1’ 55 — 6x — X° 


en 2 4 
rope Vat 





1 + 6? — 55y®’ 
gj Cars), 


ere bar O 








(Fa) ea) 


Xo — 3Xy — 28°’ 
(a*—b®) (a°—abd-b°). 





(FE) 


+J-abJ-b°)’ 


2 — 706? J 30th 
4 — 130202 + 3a°bt 

(Pab) 
(Pt — 6 








OPTELLING EN AFTREKKING. 


S 85. hak hier moeten we eerst de vraag beantwoorden, of 


toto 





tE blijft gelden, als men voor de ver- 


117 





schillende letters negatieve getallen neemt; an pl DRE p= 
—= TA want als men beide leden vermenigvuldigt 


met — p, dan komt uit het eerste volgens P,: (— a) + (+ b) + (— C) 
en uit het tweede volgens definitie hetzelfde; aldus zal men mogen 


BETEN 2a + ke be 5a _— 2a+3X— Sa _ 3x —3a 
DIe Ne Xd 











ks) 


onverschillig of x— a positief of negatief is. Ook: 

2a b—2a at4b _ 2a—bt-2atad-4b  5a + 3b 
sn BEN TT atb hit a sr 
Zijn de noemers niet gelijknamig of door een enkele teekenwis- 
seling gelijknamig te maken, dan zoeke men in het algemeen op 
de bekende wijze het kleinste gemeene veelvoud der noemers en 
vermenigvuldige de tellers met dezelfde factoren als die, welke 
aan de noemers moeten worden toegevoegd om het K.G.V. te 
krijgen; in het algemeen, zeiden we, want dikwijls zal men ook 
eerst die breuken samenvoegen, welke zeer eenvoudig door één 
te vervangen zijn: dit zal b.v. het geval zijn, als er noemers zijn 
van oploopenden graad. Kunnen onder de bewerking breuken 
vereenvoudigd worden, dan doet men dat natuurlijk. Van het 
gewone en het bijzondere geval geven we een paar voorbeelden: 





























1 2 1 
ie PEET Te Rr 
ne 1 2 JE l En 
SEN ts EEn hr PIEL ANT 
DN ll) 0 
(x — I)(x — 2)(x —3) mt) 2E 3) EIT 
Ze re ree Hier voegen we eerst de 


1 2a 
b le atb a°—b 
vermeerderd met de derde, aldus: 


2a 2a 4a° 
A een Dt 








| 
eerste twee bij elkaar fe ss deze wordt nu 
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Nu wordt deze vermeerderd met de laatste breuk: 
4a° 4a° 8a7 
Ne TN 
Ga eens even na, hoeveel werk de gewone manier wel ver- 
eischt! 

EE NE EN 
(x3)(x—A(X—D) (XI) OKT) (X—3)(X— Ox —7) 
We nemen eerst de beide eerste: 

nm behin ee nd bl Es — 6 


IA AA — 5)X — OT) (XIX — 4 — OT) 
Nu nemen we de laatste er bij: 


— 6 6(x — 4) CR 
(Xx — 3 (X—A)(X—O)(X—T)  (X — 3) (X — 4) (X — 6) (X — 7) 
— 6 


DE TNE TES 








OPGAVEN. 


N.B. Het K.G.V. van A en —A is een van deze, b.v. van 
2a—b en b—2a is het 2a—b òf b— 24. 


A ZV tn Ait MS 
SISD ID Mee Ze enng KA Een 
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E EDED EDE Ied 
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xy XA ab #—b 


Wi 


olene OE) Ze 


a 1 1 | 1 | 


DENTAL) 2 LA 
l l Ì 1 
EO EE Ee 
Le Een NN 
Xx H5axd6a® x° + 4ax d3a? Xx + Jax + 20° 
xl 2(x—2) Xx —3 








DE) OM ODIE ED 2). 


Zhen seed ijd Le 
(x — 24)? Xx —5axd- 6a°  x—3a 




















X—ay X+ay eV 
Ane GEST EEn 
WEEDE ete 

nt tr 

2 e) 1 3 5 


1 —a 


En et eneen 


„‚ Toon aan, dat: 


5) 


DX AC 
he neemen Oes dd) 
ce 
en to De DEE DE DE nT 
| ze 
Te@-de De 
Bewijs dat: 


bc, C—a 


a—b , (b—c}(e—a)(a—b) __ 
a ie b vin nie Tnet 


/ abc 


1 1 1 
NEED DD DEI) 
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VERMENIGVULDIGING, MACHTSVERHEFFING 
EN DEELING. 


S 87. Vooraf moeten we definiëeren, wat men verstaat onder het 


vermenigvuldigen met een algebraïsche breuk: ED Pp; 


je 
Fb 


het quotiënt van — a en + b en gelijk aan — Eke aldus dient 


A 


men met de volstrekte waarde te vermenigvuldigen en het pro- 
duct zoo te laten of tegengesteld te nemen naar gelang teller en 
novemer gelijke of ongelijke teekens hebben. Aldus is: 


EN mPelixcij=- U DOEN 





bgn 
ook voor breuken, waarvan teller en noemer algebraïsche ge- 
tallen zijn, geldt dus: Het product van twee breuken is een 
breuk, die tot teller heeft het product der tellers en tot 
noemer het product der noemers. Ook de andere eigenschappen 
laten zich nu eenvoudig bewijzen; we zullen dat niet doen en 
bepalen ons er toe, op te merken, dat alle andere eigenschappen 
woordelijk doorgaan voor breuken, waarvan teller en noemer 
algebraïsche getallen zijn. 


Voorbeelden: (De leerling schrappe zelf weg.) 
































— 4abc 3p“gr —4Or Et a FS 
} == 2pg S= 160% * TIP T 48a 
= ER Me ebs al 
ASD ET NN ENDS 
rake Gltenk (& Eee) = Ge) Par DORE an 
Na ee (a + B) X q°(q — p)° 
den NOD 
q(p — gg) 
6 6 ed de 4 22 
á alles ber, 


re 
REC nt ne 
TAN) 





we AVE dn AE nk 


X OE ES 9 
XI HY (XF) 
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Tj EEE s LNE ea ee 
XII  XH- 2x (XI) Xd Xl 
den Pe 
Ba Klee) Lb met dn aen 
dx 
(1 LOU 0 PSU mn | 
Ere erik 3m — n 8n? | 
Mh 
| mn 
10 6 





Mi | e Ì mmm 
We herleiden eerst het deeltal: 5 L- rn Peren 
__3m° — 1Omn + 3n° + 1On(m — 3n) — On(3m — 7) 
ie; n(3m — n)(m — 3n) 


3m° — 18mn —21n° 3m —In)(m + n) 





nme Nn en) men Bnn 3). 
3(m + n m— n° 3(m 
De deeler wordt: gea ee dn Le, las 
hd lelie _____4Am*n— 24mm” — 28n° 
(mm — 3n)(m +3n) (3m — n)(m —3n)(n +-3n) 
_____Anlm? — 6mn — In’) 
om — n)(m — 3n)(m + 3n) 
We krijgen alzoo: (De leerling schrappe zelf weg). 
Ree EST nm 8) LSlma 3n) 
n(3m— n)(m—3n) An(m° — 6mn — 71°) An° 
We hadden blijkbaar den teller van het deeltal niet geheel 
behoeven te ontbinden; vooruit weet men dat niet en dan neme 
men ter harte: Als er nog vermenigvuldigingen en deelingen 
komen, zorg dan voor ontbonden teller en noemer. 
































OPGAVEN. 
S 88. 
2a 7e? _ —5a  —3b° a? (—b\? 
Eee SA Tobe Eda? ala): 
DO eee eer Eds, 07. oe) ES 


ne 


11. 


12: 


14. 
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Per x | 2q Ll 2 je 2y° NE AVN ND OTO 
Ag — 3p)' \— 4yz ©“ — 32°)" 3D: PPP DO 








— Jabc 2a oe Ar) Ai a Ae q2 eh b 2p 
__4pTr (soe) Es) (25) (5) (5) 








tin MR Dar iN LA ON 
ty xy? a° + a°b “° ab + a? 

O3, x+3 Sar ‚ab + 4b? 

xXx 4 Et 4x a? + 5ab' a+ 5ab 


x +1 Bed 2 (Te ot die ia IE 
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HEET nn 
Par 1 5 ie) 
EA a saniert 
GERO b an 

a at2b Ean 

















15: 


16. 


18. 


19. 
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Ah 
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24. 
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1 ! 5 
ttl | OE op 
= tel =D 
A | re Ri 
(ad b)} ad b 
3 3 
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1 4 
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) 5 OTT A wd 











Beret (ir) 
3X— SD dn rra enne ae etne 
(teh edn 


nere 
Stel Emer 





Ee En 


. Zie de aanwijzing bij No. 20. 
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a — 2X Q 
Zoek de waarde van B als zen 


atb, atb H2d 
Zoek de waarde van ERO ee 
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Hed 














weg 0d, Me 
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De 


29. 


30. 


DI 
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B, 


34. 


3D; 


36. 


6x° —5X — 21  12x° — 
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13x — 14 





12x° — 43Xx + 35 122 — Tx E10 
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3X° — 15X +- 12° 2x° — 10x Xx? — TX 
Jy RENNEN 
Xx — 54 edn ze 
Fn en Te 1 
Vereenvoudig: 
Eeke Shen Saan ol1 ette sd, 15 
Ux — 1 oe 
DE Ae 
6a® — ab —12b® 12° — 16ab — 3b° 





6a? + 23ab + 206? 60? + Tab — 205° 
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'/e beni Lod cen a) 
Ks 
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all 30) tt) 
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El PBT 
sdh) ati 
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VERGELIJKINGEN VAN DEN EERSTEN GRAAD 
MET EEN ONBEKENDE. 


VERVOLG VAN 8 41. 


S 89. In 8 41 hebben we herhaaldelijk gebruik gemaakt van 
het axioma, dat gelijke grootheden met andere gelijke grootheden 
vermenigvuldigd gelijke uitkomsten geven. Wij konden met behulp 
daarvan de breuken uit een vergelijking verdrijven. 

Wanneer wij beide leden der vergelijking: 


TN Kart II EN aenema eh) 

(waaraan de wortel — 8 voldoet) vermenigvuldigen met ax + b, 
dan komt er: 

(ax + b) (3x —5) =(lax tb)(5xt-11) . . . (2) 


aan welke natuurlijk nog voldoet de waarde — 8, omdat daarvoor 
3x—5 gelijk wordt aan 5x 11 en aan weerskanten ax + b 
dezelfde waarde krijgt. Behalve deze wortel — 8 ís er echter nog een 
tweede wortel. Wanneer we nl. x zoo kiezen, dat ax + b=0 
wordt, dan is het duidelijk, dat deze waarde ook aan verg. (2) 
voldoet. Deze verg. bevat dus een wortel meer dan verg. (1); 
men zegt nu, dat er een wortel is ingevoerd. Terwijl 3x — 5 —= 


5x 11 het getal —8 bepaalt, worden door (2) de getallen 2 


en — 8 aangewezen; verg. (2) is dus niet gelijkwaardig met 
verg. (1), want ze wijst behalve de waarde, die aan deze voldoet, 
nog een getal aan. 

Wij hebben dus de volgende eigenschap: 

Als men beide leden van een vergelijking vermenigvuldigt 
met een vorm, die de onbekende bevat, dan zullen er in 
het algemeen wortels ingevoerd worden. De ingevoerde 
wortels voldoen aan de vergelijking : vermenigvuldiger = 0. 
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S 90. Omgekeerd: wanneer we uitgaan van de vergelijking 


(ax + b) (3x — 5) — (ax + b) (5x +11) 
en we deelen beide leden van deze vergelijking door den gemeen- 
schappelijken factor ax + b, dan ontstaat de nieuwe vergelijking 


3x 5 =H 11, 


die nu dus een wortel minder bevat dan de oorspronkelijke ver= 
gelijking. Men zegt dan, dat een wortel door de deeling is 
verdreven. De verdreven wortel is die van de vergelijking: 


AA 0, 


Wij vinden dus een tweede eigenschap: 

Als men beide leden van een vergelijking deelt door een 
gemeenschappelijken vorm, die de onbekende bevat, dan 
worden er wortels verdreven. De verdreven wortels voldoen 
aan de vergelijking: deeler =0. 


S 91. Bij de eigenschap in 8 89 zijn de woorden: „in het 
algemeen” ingevoegd. Werkelijk is er een geval, waarin men 
beide leden met een vorm, die de onbekende bevat, kan ver- 
menigvuldigen, zonder dat hierdoor wortels worden ingevoerd. 
Beschouwen wij hiertoe de vergelijking: 


Ml) 
x——4 





je 2m ld Ht SND 


Vermenigvuldigen wij beide leden van deze vergelijking (om 
de breuken te verdrijven) met Xx — 4, dan komt er: 


25 Ux — 4) Gl — 4) EE 05 
Indien er nu wortels ingevoerd zijn, moeten het de wortels 
zijn van de vergelijking: 
x—4=—=0. 


Hieraan voldoet alleen x—=4. Substitueeren wij deze waarde 
van Xx in de verg. (2), dan krijgt het 2° lid van deze vergelijking 
de waarde nul, het 1° lid de waarde 25. Deze wortel voldoet 
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niet aan de vergelijking (2) en er is dus hier door de vermenig- 
vuldiging geen wortel ingevoerd. 
Nemen wij nu nog de vergelijking: 
4x° 
en Jer ED 
Vermenigvuldigen wij met 2x— 3, dan ontstaat: 
4Ax° + 5(2x — 3) =O, 
Ax° + 10Xx — 24 =0, 
(2x + 3)(2x — 3) =0. 
Hieraan voldoen de wortels van de vergelijkingen: 
2xJ-8=0 en 2x—3=0 
WIP Enk ANN em BE 


Wanneer wij echter verg. ds aldus bewerken: 





4x° 
DS ae ner De 
en 
ee t5=0, 
2x 34-5=0 
2x4-8=0 
x=—d, 


dan zien wij, dat er in werkelijkheid maar één wortel aan deze 
vergelijking voldoet. Door de vermenigvuldiging met 2x—3 
is dus ook hier een wortel ingevoerd en We de wortel, die voldoet 
aan de vergelijking: 

vermenigvuldiger = 0. 

Bij het laatste voorbeeld was echter de vermenigvuldiging niet 
noodzakelijk ter verdrijving van de breuken. Wij krijgen dus de 
volgende gewijzigde eigenschap: 

Als men beide leden van een vergelijking vermenigvuldigt 
met een vorm, die de onbekende bevat, worden er in het 
algemeen wortels ingevoerd, tenzij die vermenigvuldiging 
noodzakelijk was ter verdrijving van breuken. De ingevoerde 
wortels zijn altijd de wortels van de vergelijking : 

vermenigvuldiger = 0. 
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Voordat men dus de breuken door vermenigvuldiging verdrijft, 
ga men eerst na of dit niet op een andere manier gebeuren kan, 
b.v. door vereenvoudigen, of door twee of meer breuken, die 
denzelfden noemer bevatten of die een gemeenschappelijken factor 
in den noemer hebben, bijeen te nemen. Wanneer men daarna 
de beide leden der vergelijking vermenigvuldigt met het K.G.V. 
van de noemers der overgebleven breuken, zal de nieuwe verge- 
lijking geheel ín wortels overeenstemmen met de oorspronkelijke. 

Wanneer beide leden van een vergelijking deelbaar. zijn door 
een vorm, die de onbekende bevat, dan voeren wij de deeling 
uit, daarbij steeds bedenkende, dat de wortels van de nieuwe 
vergelijking en de wortels van de vergelijking: deeler = 0, samen 
voldoen aan de oorspronkelijke vergelijking. 
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INGEKLEEDE VERGELIJKINGEN VAN DEN 
EERSTEN GRAAD. 


VERVOLG van 8 45. 


S 93. Wij zullen eerst nog enkele voorbeelden geven van 
vraagstukken, die langs algebraïschen weg met behulp van één 
vergelijking met één onbekende van den Ien graad opgelost 
kunnen worden. 

Voorbeeld 1. Aan een vat zijn twee aanvoerkranen A en B en 
één afvoerkraan C. Door A open te zetten wordt het vat in 6 uur 
gevuld, door B in 8 uur en door C wordt het in 12 uur geledigd. 
Wanneer alle drie kranen tegelijk geopend worden, in hoeveel tijd 
is het vat dan vol? 

Oplossing. Stel, dat het vat na x uur gevuld is. A vult per 


2 
uur be van het vat, dus in Xx uur 6 van het vat. 


B vult per uur !/s® van het vat, dus in Xx uur 5 van het vat. 


Door C vloeit per uur }/,5° van den inhoud van het vat weg, 


dus in X uur m® deel van het vat. 


We hebben ondersteld, dat in x uur het vat gevuld is, dus: 
28 Xx 6 
U ien 2 me: 
Vermenigvuldigend met 24: 
Ax + 3X — QX == 24. 
ON 
nent 1 
In 4*/, uur is dus het vat gevuld. 
Niet altijd stelt men de gevraagde grootheid door x voor; 
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somtijds nemen we er een andere grootheid voor, waaruit de 
gevraagde gemakkelijk afgeleid kan worden. Zoo in: 


Voorbeeld II. Een getal bestaat uit 3 cijfers, waarvan de som 
9 is. Het middelste cijfer is de helft van de som der beide andere 
cijfers; als men 198 bij het getal optelt, wordt de volgorde der 
cijfers omgekeerd. Welk getal is dat? 


Oplossing. Het middelste cijfer is de helft van de som der 
beide andere cijfers, dus 9 =3 X het middelste cijfer. Dus is 
het middelste cijfer 3. 

De beide andere cijfers zijn dus samen 6. 

Stel het cijfer der eenheden op x, dan is het cijfer der honderd- 
tallen 6 — x. Het getal bestaat dus uit 6 — x honderdtallen + 3 
tientallen + x eenheden of uit (6 — x) X 100 + 3 X 10 + x een- 
heden = 630 — 99x eenheden. 

Door hierbij 198 op te tellen, wordt een getal gevormd, dat 
bestaat uit x honderdtallen + 3 tientallen + 6 — x eenheden of 
uit 99x + 36 eenheden. De vergelijking wordt: 

630 — 9x = 9x -J- 36 
(O2 
ak 

Het getal is dus 234. 


Opmerkingen. 1. De uitkomst heeft blijkbaar alleen beteekenis 
als x een geheel positief getal is, kleiner dan 10. 


IL. Wij kunnen dikwijls uit de uitkomst besluiten tot de 
onmogelijkheid van een vraagstuk. Dit doet zich o. a. voor als: 

1°. het vraagstuk aanleiding geeft tot een valsche vergelijking. 

29, het vraagstuk een gebroken getal tot wortel heeft, terwijl 
uit de vraag blijkt, dat de onbekende slechts een geheel getal 
kan zijn. 

3%. het vraagstuk een wortel heeft, die blijkens de vraag te 
groot of te klein is. 

40, het vraagstuk een negatieven wortel heeft, die bij de 
gestelde vraag zonder beteekenis was. | 


10. 


a 


OPGAVEN. 


S 94. 1. Verdeel het getal 50 in 2 deelen zóó, dat %/, van het 


eerste deel, vermeerderd met °/; van het tweede deel samen 
40 is, 


Van welke 2 getallen is het verschil 4 en het verschil der 
kwadraten 112? Neem voor dit laatste ook eens 12. 


Verdeel 90 in vier deelen zóó, dat wanneer men het eerste 
deel vermeerdert met 2, het tweede deel vermindert met 2, 
het derde deel vermenigvuldigt met 2 en het vierde deel 
deelt door 2, men steeds dezelfde uitkomst krijgt. 


Verdeel 100 in twee deelen zóó, dat het verschil van hun 
kwadraten 1000 is. 


Zoek twee getallen, die zich verhouden als 7:9 en die 
zoodanig zijn, dat als men bij het kleinste 1 en bij het 
grootste 2 optelt, de verhouding wordt als 3: 4. 


A en B zijn even oud. Als A 36 jaar en B 52 jaar ouder 
was, zouden hun leeftijden zich verhouden als 3:4. Hoe 
oud zijn zij? 


Wanneer een generaal zijn soldaten opstelt in een gesloten 
vierkant, vindt hij, dat hij 60 man over houdt. Wanneer 
hij echter 1 man meer in de lengte en in de breedte wil 
plaatsen, komt hij 41 man te kort. Hoeveel manschappen 
had die generaal? 


Een regiment wordt in een gesloten vierkant opgesteld. 
Wanneer er 295 man minder waren, zouden er in elke zijde 
5 man minder komen. Hoeveel manschappen waren er in 
dat regiment? 


Een werkman verdient f 2 per dag en de kost. Voor elken 
dag, dien hij niet werkt, moet hij 80 cent kostgeld betalen. 
Wanneer hij na 40 dagen f 38.— ontvangt, vraagt men hoe- 
veel dagen hij gewerkt heeft. 


Een wagen heeft voorwielen met een omtrek van 4 M. en 
achterwielen met een omtrek van 56 dM. Hoever ís de wagen 
gereden, als een voorwiel 88 omwentelingen meer heet 
gemaakt dan een achterwiel? 


11. 


12: 


Eef 


14. 


16. 
A 


18. 
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lemand heeft een kapitaal van f 9000. Hiervan zet hij een 
deel uit tegen 6 en een ander deel tegen 4!/,°/,. De 
totale interest is in 12 jaar f 5760—. Hoeveel was er tegen 
6°/, uitgezet? 

Een rentenier heeft van een kapitaal van f 11000.— een 
deel tegen 5%, en de rest tegen 41/,°/, uitgezet. Verwisselt 
hij de percenten van elk der beide deelen, dan heeft hij f 25 — 


meer rente per jaar. Hoe groot zijn de beide deelen? Neem 
nu voor f 25 eens f 65. 

lemand leende een som gelds uit tegen 6°/, ’sjaars en een 
andere, die f 5000 grooter was à 5°/. In een jaar was de 
ontvangen rente f 30 meer dan 8°/, van de grootste som. 


Hoe groot waren de beide kapitalen ? 


Een som gelds wordt tusschen A en B verdeeld zóó, dat 
de aandeelen van A en B zich verhouden als 5:3. Het 
aandeel van A is f 60.— grooter dan °/ van de EA som. 
Hoeveel ontvangt elk? | 

Een vader liet zijn vermogen aan zijn vier zoons na. De 
oudste kreeg f 800.— minder dan de helft van de erfenis, de 
tweede f120.— meer dan een vierde deel, de derde half 
zoo veel als de oudste en de jongste twee derde van wat 
de tweede had. Hoeveel kreeg elke zoon ? 

Verdeel f 1.— in drie deelen, die zich verhouden alsp:gq: r. 
Een som van f 20 bestaat uit dubbeltjes, kwartjes en rijks- 
daalders. Het aantal dubbeltjes staat tot het aantal kwartjes 
als 5:3 en tot het aantal rijksdaalders als 10:3. Uit hoe- 
veel geldstukken van elke soort bestaat deze som? 

Een vat kan door twee kranen in 12 minuten gevuld worden ; 
door één er van zou het alleen ín 20 minuten gevuld kunnen 
worden. In hoeveel tijd kan het door de andere kraan 
gevuld worden? 

Als 20 mannen, 40 vrouwen en 50 jongens samen als loon 
voor een week arbeiden f 6000.— ontvangen, en 2 mannen 
evenveel krijgen als 3 vrouwen of als 5 jongens, hoeveel 
verdient dan elke vrouw per week? 

Drie personen A, B en C kunnen samen een werk afmaken 
in 60 dagen. In hoeveel tijd kan elk dit werk verrichten, 
als A 11/3 X zoo lang er over werkt als B en als B er 
1!/, X zoo lang over werkt als C? 


dk 


Be 


25E 
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Een winkelier vermengt 56 pond thee van f3— het pond 
met thee van f2,10 het pond. Hij verkrijgt een mengsel van 
f 2,170 pond. Hoeveel pond moet hij van de 2e soort nemen? 


Twee vaten A en B bevatten een mengsel van wijn en 
water. In A is de verhouding van de hoeveelheden wijn en 
water als 4:3 en ín B als 2:3. Als er in A 84 L. vloei- 
stof is, hoeveel L. is er dan in B, wanneer we weten, dat, 
als beide vloeistoffen bij elkaar worden gevoegd, er juist 
evenveel wijn als water in het mengsel is? 


Hoeveel K.G. koper moet men bij 15 K.G. zilver van het 
gehalte 0,900 voegen om zilver van het gehalte 0,750 te krijgen ? 


lemand verkocht.50 pond thee, waarvan een deel voor 80 
cent en de rest voor 50 cent per pond. De gemiddelde prijs 
was 62 cent per pond. Hoeveel verkocht hij voor elken prijs ? 


Uit een vat met 360 L. wijn wordt x L. getapt en door 
water vervangen. Daarna vervangt men nog eens 120 L. van 
het mengsel door water, waardoor er nog evenveel wijn als 
water overblijft. Hoeveel is er de 1° maal uitgenomen? 


Een kruidenier heeft 2 soorten koffie, de beste soort var 
m cent en de 2e soort van n cent per K.G. Door vermen- 
ging hiervan maakt hij p K.G. van q cent per K.G. Hoeveel 
K.G. had hij van elke soort? 


Hoeveel K.G. fijn zilver moet men bij 250 K.G. zilver van 
0,750 gehalte voegen om zilver van 0,900 gehalte te krijgen? 


Een metaallegeering van a K.G. bevat koper en tin en wel 
inselkerkkGvamderlegeerimng 2 KtGS koper. ‘Hoeveel tin 
moet men er bijvoegen, opdat elke K.G. van die legeering 
dan 0,2 K.G. koper bevatte? 


Hoeveel koper moet men bij 75 K.G. zilver van 0,750 gehalte 
voegen, om zilver van 0,562!/, gehalte te krijgen? 


Een legeering van koper en zilver weegt 195 K.G. en bevat 
9 deelen koper tegen 4 deelen zilver. Hoeveel K.G. zilver 
moet er aan toegevoegd worden, om een legeering te ver- 
krijgen, waarin op 5 deelen koper 3 deelen zilver voorkomen ? 


A en B spelen samen. A wint f5.— van B en had toen 
evenveel geld als B; maar daarna won B f 10.— van A en 
had daardoor toen 5 X zooveel geld als A. Hoeveel geld 
had elk bij het begin van het spel? | 
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A en B beginnen een spel met gelijke sommen gelds; A wint 
eerst f 20— maar verliest later de helft van wat hij heeft, 
waardoor B dan juist twee maal zooveel als A bezit. Hoe- 
veel had elk bij het begin? 


A en B handelen samen. Ze leggen daartoe f 500.— in en 
behalen hiermee een winst van f 160.— waarvan A f 32.—- 
meer krijgt dan B. Hoeveel legt ieder in? 


lemand kocht een partij eieren, de eene helft voor 6!/, cent 
per stuk en de andere helft de drie voor twee dubbeltjes. Hij 
verkocht ze alle tegelijk voor 7 cent per stuk en won daar- 
door f 25—. Hoeveel eieren had hij gekocht? 


Een lakenhandelaar kocht een stuk laken voor f 1,90 per M. 
Hij verkocht het derde deel er van voor f 2,20 en de rest 
voor f2— de M. Zijn geheele winst was f 8,50. Hoeveel 
M. was het stuk lang ? 


lemand verkoopt zijn waren voor evenveel beneden de f 600.— 
als de inkoop er boven was en verliest daardoor 8 ®/,. 
Hoeveel was de inkoop? 


Om hoe laat tusschen 2 en 3 uur bedekken de wijzers van 
een uurwerk elkaar volkomen? 


De wijzers van een uurwerk staan om 3'uur juist loodrecht 
op elkander. Hoe laat is het, als dit de volgende maal 
gebeurt ? 


Van een getal van twee cijfers is de som der cijfers 9. 
Telt men er 63 bij, dan krijgt men een getal met dezelfde 
cijfers juist in omgekeerde volgorde. Welk getal is dat? 


Van een getal van 4 cijfers is het cijfer der duizendtallen 
een 4 en dat der eenheden een 1. Verwisselt men die cijfers, 
dan is het oorspronkelijke getal 349 meer dan het drievoud 
van het nieuwe getal. Welk getal was dat? 


A en B roeien in een wedstrijd. A doet 4 riemslagen tegen 
B 3, maar 2 van B’s slagen zijn gelijk aan 3 van A; A heeft 
een voorgift van 50 slagen. Hoeveel slagen moet B doen 
om A in te halen? 

Een fietsrijder en een wandelaar gaan beide van P naar Q 
langs denzelfden weg; de eerste legt alle a uren b K.M., de 
tweede in denzelfden tijd c K.M. af. De wandelaar had al 
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d K.M. afgelegd, toen de fietsrijder vertrok en komt toch nog 
e uur later dan deze aan. Hoeveel uur doet elk over den weg ? 
DERGE DIOSS TONNEN D 2OdS E 


Twee voetgangers, van welke de een alle 3 minuten 102 M. 
en de ander elke minuut 56 M. aflegt, gaan van twee plaatsen, 
P en Q, wier afstand 19,26 K‚M. bedraagt, elkander tegemoet, 
terwijl de eerste 1°/, uur vroeger vertrekt dan de tweede. 
Wanneer en waar ontmoeten ze elkander? 


Een fietsrijder vertrekt uit A naar B en legt per uur 15 KM. 
af. Tegelijkertijd vertrekt een andere fietsrijder uit een plaats 
C,‚ die 12 KM. verder van B ligt dan A, naar B. Deze legt 
21 KM. per uur af. Hoeveel uur heeft deze noodig om den 
eersten in te halen? 


Een ruiter, die a KM. per uur aflegt, wordt f uur na zijn 
vertrek een andere ruiter achterna gezonden, die hem in 
b uur achterhaalt. Hoeveel KM. legt deze laatste ruiter per 
uur af? In welk geval zal hij den eerste niet inhalen? 


Een fietsrijder en een voetganger leggen beide denzelfden 
weg af van M naar N. De fietsrijder legt in 3 uur 35 KM. 
af, de voefganger in denzelfden tijd 10 KM. Wanneer de 
voetganger reeds 16°/, KM. had afgelegd, toen de fietsrijder 
vertrok en deze toch nog 5 uur vroeger op zijn bestemming 
aankomt, hoe groot is dan de afstand van M tot N en waar 
heeft de fietsrijder den voetganger ingehaald? 


Twee lichamen bewegen zich van 2 punten A en B naar 
elkaar toe. Het eerste lichaam beweegt zich met een snel- 
heid van a M.; het tweede met een snelheid van 5 M. per 
sec. Na hoeveel tijd ontmoeten ze elkaar, als de afstand 
d M. lang is? Hoever ligt het ontmoetingspunt van A ver- 
wijderd ? 


Twee lichamen vertrekken van hetzelfde punt in dezelfde 
richting. Het eerste lichaam heeft een snelheid van a cM., 
het tweede (dat n seconden later vertrekt) van b cM. per 
sec. Na hoeveel seconden wordt het 1° lichaam door het 
2° ingehaald? 


2. 


10. 


ALGEMEENE HERHALING. 


S 95. 1. Herleid: 24 — [2m + in — (l— 3m 4 n)} — (4n — m)]. 
Cos: xropRuitk 
3x — 419 — (UX H-7) H IX =13. 

Deel 12x* — 17x° — 9x* H- 13Xx — 63 door 4x° — 3X H-7. 

Wat is de waarde van 
Ûe r D) lef ie Or) ben et DN 

voor 

Ozn Di NC Oene: 

Als fa twee jaar lang uitstaan tegen p°/, ’s jaars, wat is 

dan het bedrag van de rente in dien tijd (samengestelde 

interest) ? 

Vereenvoudig: 

Dz 2 (xd 2 2) 
Gp De) 

. Van een breuk is de teller 2 grooter dan de noemer. Als 
de teller met 5 vermeerderd wordt en men den noemer ver- 
dubbelt, wordt de waarde der breuk */. Welke is de oor- 
spronkelijke breuk? 








Ontbind in factoren: 
abt + a°b°c?d” + cd. 
Herleid: 
2a 3 4ad-5 
Sat Abe 
EENDERDE S 
2e BAER 
Herleid: 


pe [24e 
. Van een vermenigvuldiging is het product 24° — 134a°x + 
J-310°x° — 38ax°J-24xt. De vermenigvuldiger is a°—5ax-6x?. 
Wat is het vermenigvuldigtal? 
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16. 


7 
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139 


Trek 8x(x — 1) + 15 af van 16[1 — x}1 — 2x(1 — x)4 + xf] 
en deel het verschil door (1 — 2x)°. 


Wat is de waarde van: 


ba° — axte + xa®, als a=—3, b=2, C=3 en x=—l. 
. Herleid: a 
2 a +- 1 
Ì 
gei 


Een handelaar wenscht zijn waren met 20°/, winst te verkoopen. 
Hij is genoodzaakt 10 °/, korting op de verkoopsom te geven 
en wint daardoor ten slotte f 3,60. Wat was de verkoop? 


Hoeveel is: 
Ad) PN (Ee 
» ee en 
Los op 


1 | | x° — be 
be en BEG G 
Vermenigvuldig uit het hoofd: 
et DHX F4) F4) =(X HIK HA) X (XH2)H3)= 

== (X + 5X F4) + 5X + 6) = 
Op dezelfde manier: 
Ge D( +5) H6(XH10); (*— IDC H BH 3x H 4). 
Eveneens: 
(xe —4(x—5)(X—2)(X—3); (HT) (XH8) (Xx — 21). 
Los x op uit: 

Kimm Kd KJ 
DE U TE RN aan 

Waardoor moet 36x — 23x° + 12x* +8 gedeeld worden, 
opdat het quotiënt 3x° + 6x +1 en de rest 2x 1 is? 


Hoeveel is: 











rij S 2 


Welke waarde van x voldoet aan: 
1x 4X—1— (6x F4) =27 —25Xx— (3x + 2)? 


Ader 


26. 
di 


28. 


29. 


308 


9e 


De 


33: 
34. 


35. 
36. 
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3a 
Trek de som van ae zen Dn af van 
25 a 
ELEN 
Deel AE TE 
9 6 Ze 4] pe 


Ontbind in factoren: 
(x° + 4x)? — 2X° — BX — 15. 
Eveneens: 
a(b — c) + b(c — a) + c'(a — b). 
Zoek den G.G.D. van mn(x° + y°) + xy(m° + n°) en 
mnlx® + y°) + xy(my + n°x). 
Zoek het K.G.V. van: 
a3 +60? + 1lad6 en a? + 104? + 29a + 20. 
A en B hebben samen f 100; als A de helft uitgeeft en 
f3 en Bop f5 na !/, van zijn geld, dan hebben ze samen 
11/, maal zooveel over, als A uitgaf; hoeveel had elk? 








Hoeveel is: 
Ee) OE) or EN nd eet 
(hemd) (ARE) END IC). (rr CN On Ean) 
| Ì 2 
Los Xx op uit: EN EE 


Vereenvoudig: 
3(a — b) — RT (3a —b + (2a—b)i]. 


Deel °/eat — a° — aje Se 5 +4 do De 


Los x op uit: 





1 — a? 1 +? 


s voor a=?/,. 
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Los op: 

Jax + '/a(2 — X) ==! N2X — U/(5 HX) — UX — 5). 
Vul in: 

9 4212 =i Ee _ 32a°y"" Da ) 

reef e= A de za) — HeT 
12e hal ie 243ab'c? gr, \ 
ZONDE na Aen ass 
Vermenigvuldig 6fa — °/,(b — *4/3)$ met \/a(2a + 1) + (b + 1) 
en ontbind het product in factoren. 
Los x op uit: 

haa AE A Erk Aad 
Ux —a) Uxta) xx —a) ax 
Los Xx op uit: 
10x — [415x — 3(X — 1} — 3H4X — 3(X HI) =d. 
Vereenvoudig: 
a° — 6ax + 9x. (& On Ge): 
a — 4ax + 4x? \a° — 4x? 0° — ax — 6x 
Wat is de inkoop van een artikel, dat voor f a verkocht 
wordt met een winst van p®/,? 
Trek 1/£6(a® — 2a — 1) —(a* —7a +4); af van 
2852) Ha Atal k)d 

Van welken vorm is (64? + a — 2) (3a? — Ta —6) (24° — 7a +3) 
de tweede macht? 











Het product van twee getallen is 75; het quotiënt van de 
som en het verschil ís 4 maal het quotiënt van het verschil 
en de som. Welke zijn die getallen? 


Zoek het K.G.V. van 

36x* — 81x%, 16x° — 48xt + 36Xx° en 24x* J- 72X° + SAX. 
Wat is de coëfficiënt van x° in het product van: 

Xt — ZX + 5X° — TX HI en xt + ZX — TX — 2X —7; 

van X° —7x*—Xx—12 en 3x° + 9x? — Xx 4 11? 

Wat is de som van Xx opeenvolgende getallen, met 1 te 
beginnen, uitgedrukt in x? 
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Bewijs dat a°—a deelbaar is door 24, als a een oneven 
getal voorstelt. 
Reken op de eenvoudigste manier uit: 

80 20 49 


Í 5e) — aje, 
\esjgee °°120 Annelies 


5561° + 4439* — 11122 X 4439 
a 
Bewijs, dat een willekeurige vijfdemacht hetzelfde cijfer der 
eenheden heeft als het getal zelf. 
Deel at + bt + ct — 26°? — 220? — 2a°b° door a + b + Ce, de 
uitkomst door a + b —c, dat quotiënt weer door a —b + C. 
Ontbind in factoren 1 + x° + x'ê, 
Los x op uit: 
(XxHadbdelxha—b—ce=lt—a—btehlx—atb—e). 
Een som, groot f 18,25 wordt betaald met rijksdaalders, 
guldens en kwartjes; het aantal guldens ís 1 minder dan 
het dubbele van het aantal rijksdaalders, terwijl het aantal 
kwartjes }/, bedraagt van de som der aantallen rijksdaalders 
en guldens, nadat deze som met 4 vermeerderd is. Hoeveel 
waren er van elk? 
Als men bij teller en noemer van een echte breuk eenzelfde 
getal optelt, dan ligt de waarde van de komende breuk 
tusschen die van de gegeven breuk en 1; bewijs dat. 
Een rechthoekig bouwterrein, waarvan de lengte de breedte 
met 34 M. overtreft, wordt f 336 goedkooper, als men de 
breedte 1 M. meer, de lengte echter 6 M. minder neemt. 
Hoe duur is dat bouwterrein, als men f 28 per cA. besteedt. 
Zoek net 'K:G:V. vand 
Xd XA 4, XP HOM + 11X A6 en x° H2x°—5Xx—6. 
Bewijs, dat a° + b* > 2ab. 
Ook, dat a° + b? + c* > ab + ac + be 
en nog, dat 3(a? + b° + C°? + d°?) > 2ab + acd-adH-bed-bdd-ed). 
Is steeds a° + b° > a°b + ab? ? 
Is 2a° + b° +?) > ab + ab? + Pe + ac? + bee + be? ? 
Ontbind in factoren n(n + 1)(n + 2)(n +3) +1; zie no. 18 
van deze herhaling. 
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Vul in: Het product van vier op elkaar volgende getallen 
vermeerderd met 1 is een ..... ‚ het grondtal daarvan is 
netsproductedensmuerstessetallent.e... 





Vereenvoudig: 
ax le dn HD ai lk Den 
Xa) THD 5) | ee —y) 


Als men G door a deelt is de rest 71; deelt men het quotiënt 
door b, dan blijft er 7, over; wat blijft er over, als men G 
door ab deelt? 

WEzedemvraagen Dijn debit over Wi bij. 0. Zo, Dis € 193 
dezelfde vraag voor 4 deelingen met 4 resten enz. 


Bepaal twee geheele getallen, die samen 17 zijn, als ge 
weet, dat de som der derdemachten 1241 is. (Noem ze a 
en 6). 

ne Mn Cerdà 


Los XxX op kn ENE EE 








Als ge weet, dat 6m —n een 5-voud is, bewijs dan, dat 
6m* + 54mn — On? deelbaar is door 25. 


Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 











ye + xXx’ ye — Xx 
X 30 
jr 
14 1— 
Ey Var X 
Bereken: 
RSD on mad 
VRO ed | 1 


Ter 
Een schooljongen, die 72 M. per minuut aflegt, komt 3 minu- _ 
ten te laat op school; hij gaat den volgenden morgen op 
precies denzelfden tijd weg, maar loopt met een snelheid 
van 96 M. per minuut, waardoor hij 3 minuten te vroeg 
komt. Hoeveei minuten komt hij te vroeg, als hij nog eens 
even laat vertrekt en dan 84 M. per minuut aflegt? 


Te 


74. 


afs 


(ig 


78. 


79. 


80. 


81. 
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Los x op uit: 
rim ed a En 





C—d cd-d __@—d? 
lemand wisselt een zeker aantal rijksdaalders in kwartjes en 
de helft daarvan weer in stuivers; als nu het aantal geld- 
stukken 297 minder bedraagt, dan wanneer hij het derde 
deel ín dubbeltjes en de helft hiervan weer voor centen 
gewisseld had, hoeveel rijksdaalders had hij dan? 
Herleid: 

(act bd Sn (AEG 0E) ECD) te Ce 
(a — b)(e —d) (a + b) (ce +-d) 
Ontbind in factoren (zonder eenige vermenigvuldiging): 
(3a — b)(Ta— b) —(3a — b)(2a + 5b) + (2a — 7b)(5a— 66) + 
+ (5a — 8b)(— 4a + 56). 








Vereenvoudig: 


(x+- 24 ad 2x) (Ae eee 


Nien tm [2a—x a—X 


Ontwikkel tot een veelterm: 

al 1280 LOA ZON ee COCA 

at-2b° ° 2x4-3y2 ° 5a — 2 

Als men in model Il van de merkwaardige quotiënten a door 
10 en b door 1 vervangt, hoe kunt ge dat dan lezen? 
Doe hetzelfde met model Il en III. 
Wat staat er, als ge a door g (grondtal) vervangt en b weer 
door 1? 
Bereken in 4 decimalen nauwkeurig 1,0005°; 2,0007°; 
3,0091°; 4,003°. Pas toe: (a + b) = a + 2ab + b*. 
Eveneens 0,9986°; 1,9977°; 2,9982°; 11,989°. 
Bereken in 6 decimalen nauwkeurig: 1,00005%; 1,00007%; 
1,00008°; 1,0001%. 
Een blokje metaal is a cM. lang, b cM. breed en c cM. 
hoog; als elk der afmetingen 1,000012 maal zoo groot wordt, 
hoeveel maal zoo groot wordt dan de inhoud? (Het antwoord 
in millioensten). 








82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


88. 


89. 


90. 
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Uit welk merkwaardig quotiënt zou er kunnen komen 
1241221221; 15715 H152 415 H 15215215 HI; 
60 68 H 68 +64 J 612 +610 46° + 6 J-6* +621? 

Tel op: 
Irdrer dre drödre; ook 1 Arrr; 
ook 1 Hr rt... do rrel. 


Welk getal heeft tot 5e macht 





ga DEGE Ad dre 5 

243a°b°e(f — d)7 | 
2x geth tg? 

4°q° pH IeGt +2 jer +5 * 





en welk tot x® macht 


Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 








1 ) I I 2 
Malantal webabi vant bietlmee “lata iade2 
J ee Va 
y y y y y 


Bewijs, dat 52+? +3 Xx 5+t L 25” deelbaar is door 41 
(model 1 O. in F.); ook, dat 267+3 + 34r+? deelbaar is door 
17 (model III M. Q.). 


31 


LEIDE El De) — 35°} | 1 3 
Deel 5 r{n 6 La) SD + 35 fp door 


n p? 
3 (2n leni 


x3 + 3X° + 5XxH15 xt + x° + 3X° HX — 2 

x3 H- 222 + 5x 4 10 a Sn en Ee 
lemand zet f 4000 uit à x°/, gedurende 9 maanden en 
f 5000 gedurende 8 maanden tegen een rentevoet, die !/, 0/, 
minder is; hij kan ook het volle kapitaal tegen het gemid- 
delde ®%, gedurende den gemiddelden tijd uitzetten; als hij 
dan !/, cent bij de rente verwaarloozen moet, zoo krijgt hij 
f 2,81 meer rente dan eerst. Wat is x? 

In-nr. 58 van-deze herhaling hebben we geleerd, dat b.v. 
Arlo lar er eren zountaar dát attébretken 
steeds kleiner blijven dan 1. Welk getal zal men nu minstens 
bij teller en noemer van !/,, moeten optellen, opdat de 
komende breuk minder dan }/,00000g van 1 verschilt? 








Tel op 


‚ WijpENeEs en Dr. D. DE LANGE, Algebra 1, 8e druk. 10 


O1. 


02: 


03. 


04. 


05. 


96. 


97. 


98. 


99. 
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Een goederentrein gaat om 11.20 uit Rotterdam raar Utrecht 
met een snelheid van a K.M. per uur; om 11.40 gaat een 
personentrein hem achterna, die per uur b K.M. aflegt; 
hoeveel K.M. voorbij Gouda haalt de laatste den eersten in, 
als de afstand Rotterdam— Gouda d K.M, bedraagt? Sub- 
stitueer in het antwoord eerst voor a—= 30, voor b =54 en 
Ui 21 daarnakdi 18,0 == dORennde in 


In een voltallige Tweede Kamer wordt een voorstel verwor- 
pen; bij een tweede stemming over het gewijzigde voorstel 
wordt het aangenomen met 11/, maal zooveel stemmen meer- 
derheid, als waarmee het eerst. verworpen was. Telt men 
het aantal voorstemmers van den eersten keer bij de helft 
van dat bij de tweede stemming, dan krijgen we 2 minder 
dan dezelfde berekening geeft voor de tegenstemmers, Hoe 
was de hae beide Red 

— b — b? 
ab ZE En P 
Beproef eens, of het uitkomt voor a== 10, b =3; ook: voor 
den PO 


Bewijs, dat £ 





a? + be Jac dab x a + 83 
a? + 2be + 2ac Hab “at + at + 6ac? J 4ct 


Substitueer in ae — en — (y — b)? voor 


Vereenvoudig: 





x=atot en voor en 


(x* — 4x° + 8x — 4)° 
(x° — 2x + 2)* 


Toon aan, dat 








niet verandert, als men 


Xx vervangt door 





nge 

Als x en y ongelijk zijn, dan is: | | 
Es Bat Pe Eid AG DE Bewijs. | 

Bewijs, dat a(a + d)(a + 2d) (a + 3d) + d* een volkomen 

vierkant is. (Zie nr. 63). 

Veréenvoùdig all AW DD KP ER 5 5); 


Ger, yere 


ook pr ; OOK ye 





100. 


101. 


102. 


103. 


104. 


105. 
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Los x op uit: 
KE xX xp dr Xx (Xe JF need 





gier = 271, 
A AE ; Hok 
le 


Vereenvoudig — De ï 
| den ee l-” 2a+ AE ej 


Deel 4x? + ax — 15 door 2x +5. Welke waarde moet 
men aan a geven om te zorgen, dat de deeling uitkomt? 
(Deel gewoon en stel de rest nul). 


Voor welke waarde van a is 4x° + ax + 15 deelbaar door 





…_ 2x—5? 
— 7x? zn 
Bepaal den G.G.D. van q) HE arke On 
te. Da 
Eveneens van 6) 6 
2y—1 35 
Substitueer EE voor X in Ee LT en herleid de 
uitkomst. | 
lemand heeft bij een bank uitstaan a gulden, bij een andere 


106. 


107. 


108. 


109. 


b gulden; hij wil nog c gulden deponeeren. — Hoe moet 
hij dit bedrag verdeelen, opdat hij bij de eerste het dubbele 


zal hebben van dat bij de tweede? 


2 | 





Herleid Ee SET 
ee rn 
Mrtaits 2 u, 2/2 
2 SS 
Bereken (etri in) * 





| 1 1 
eeen 


a(x + b) 
nd 


ISV Mn druk dan 1) xy uit in x en 2) in py. 


(Zie:S 45a-nr. 13). 


USE 


114. 


bi. 


116. 


117. 


118. 


119. 


120. 
L21 
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xe 


. / Xx ARO ri 
Herleid î OE 1 zE 2x2 H- 5X + À 


. Voor welke waarde van a laat 2x° + ax? — ax + 10 bij 


deeling door x +3 tot rest a? (Zie nr. 102). 


. Bepaal de rest bij deeling van 3x° — ax? + ax + 30 door 


X 2; welke waarde moet men aan a geven, opdat er 3a 
tot rest zal komen? 


a b 3a + 2b 
B De tete NRA EEA LE SO 
rekend bla—2b) a(a+2b) a°— 46° 
en J- b°) a 2b 
5 PTT 
Onder welke voorwaarden is het mogelijk, dat de deeling 
van x° + ax? + bx +1 door x° + cx 1 opgaat? 




















Bereken op de eenvoudigste manier: 
q? b° c? 
U) } 
CDG Ge 
ab 
Dader eten 
_Xx3a, Xx—3a En 
Los op de verg.: jd UN tn ie 
ab 
Bereken ee: en als (a + b)x=ab. 
Onderzoek het antwoord door te. nemen a=l en b=4. 
Ontbind in factoren: 
Il) ab(1 + c?) — c(a° + b°) 
2) 2b — ax — x(b — 24) 
3) x°(b—c) + b(c — Xx) + C*(X — b). 
6a J- 4b xJ 3a— 2b 
Tel o ii Maak de proef 
NEE DMC CET) P 
door tesnemenspg= dn ge tent Sad: 
Gegeven is, dat x=t—1l en y=ttf; druk y uit in Xx. 


Als 2 de wortel is van de vergelijking 


3x — 20° LE Oes 
Áo _H6e d 





welke waarde moet a dan hebben? 


122, 


123. 


124. 


125 


126. 


LZ 


128: 


129. 
130. 
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Vereenvoudig: 
13 B d 
OE) 5 OEI 1 | A 
Eveneens: 


ite) (EE | 


Alszx + E — 3, bereken dan x? + > ; bereken ook x? He: 











Voor welke waarde van a gaat de volgende deeling op: 
(x° + 5Xx Ha): (Xx — 3)? 

Rangschik naar afdalende machten van mm den veelterm 
(a H- bm? + n°) + am(n — 3m) + bn(m — In) en deel hem 
dan door m— n. 

Rangschik den veelterm ook naar afdalende machten van n 
en deel hem door n — m. 

Als gegeven is ax— by =c en ay —bx==d, bereken dan 
X+-y zonder x en y afzonderlijk uit te rekenen. 

Drie getallen zijn samen — 121; het grootste is 4 meer dan 
het kleinste en het middelste is de halve som van kleinste 
en grootste. Bereken de drie getallen. 

Deel (ac + bd)? — (ad + be)° door (a —b)(e —d). 

Deel 1 door (1 — x)°, zoover tot in het quotiënt voorkomt x?®. 


Los x op uit: 


fh js epe 9 


23 EEE 
b) (Xx — a) (2x° — Qax + a°) Ee 
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LOGARITHMEN- EN RENTETAFELS 


door P. WIJDENES. 
UITGAVE A, 4e: druke se ne EEn 


ENH OUD: 


Eigenschappen. avis 
Aanwijzingen voor het Bebran van loen el 3-55 
Gewone of Briggsche logarithmen van de getallen 


van” I= 0900 NN ED, 6— 39 
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Deze omvat uitgave A en bovendien: 


Rentetafel III 2 (1 +7), aanwijzende het eindbedrag, als 
men ieder jaar f 1.— à # °/, op sam. interest zet. 
Deze geeft de sommen der getallen uit tafel I. 

Rentetafel IV EX (1 +2)”, aanwijzende de contante waarde 
van « keer f r.—. 


Deze geeft de sommen der getallen uit tafel II. 


I oe 
Rentetafel V mp dit is de z.g. annuiteitentafel, aan- 


Dl Ieke) 

wijzende met welk bedrag per jaar een kap. 

incl. de rente à #°/, kan worden ‘afgelost. 
UITGAVE D. RENTETAFEL. Deze bevat de Rente- 


tafels 1, IT, II, IV en V onder A en B hierboven ge- 
noemd met 50 termijnen … … 5. sec A0 
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